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Transient beteende

Använder ett koordinatsystem som är fixt i förh̊allande till bilen.

Figur 5.18 visar bilens läge vid tidpunterna t och t + ∆t.

Första ordningens approximation av hastighetsändringen i x-led:

(Vx + ∆Vx) cos ∆θ − (Vy + ∆Vy ) sin ∆θ − Vx ∼ ∆Vx − Vy∆θ

Dela med ∆t och l̊at ∆t g̊a mot noll:

ax =
dVx

dt
− Vy

dθ

dt
= V̇x − VyΩz

På samma sätt f̊as i y -led:

(Vy + ∆Vy ) cos ∆θ + (Vx + ∆Vx) sin ∆θ − Vy ∼ ∆Vy + Vx∆θ

ay =
dVy

dt
+ Vx

dθ

dt
= V̇y + VxΩz
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Figur 5.18
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Transient beteende

Dynamiska ekvationer; se figur 5.19:

m(V̇x − VyΩz) = Fxf cos δf + Fxr − Fyf sin δf

m(V̇y + VxΩz) = Fyr + Fyf cos δf + Fxf sin δf

Iz Ω̇z = l1Fyf cos δf − l2Fyr + l1Fxf sin δf

Kinematik

αf = δf −
l1Ωz + Vy

Vx

αr =
l2Ωz − Vy

Vx

Däckmodell

Fyf = 2Cαf αf

Fyr = 2Cαrαr
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Figur 5.19
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Transient beteende

Antar nu att Fx = 0 och efter förenklingar f̊as:

mV̇y +

[
2Cαf + 2Cαr

Vx︸ ︷︷ ︸
a1

]
Vy +

[
mVx +

2l1Cαf − 2l2Cαr
Vx︸ ︷︷ ︸

a2

]
Ωz = 2Cαf δf (t)

Iz Ω̇z +

[
2l1Cαf − 2l2Cαr

Vx︸ ︷︷ ︸
a3

]
Vy +

[
2l21Cαf + 2l22Cαr

Vx︸ ︷︷ ︸
a4

]
Ωz = 2l1Cαf δf (t)

Systemet kan skrivas p̊a formen

Mu̇ + Au = B(t)

där

M =

[
m 0
0 Iz

]
, A =

[
a1 a2

a3 a4

]
, B(t) =

[
2Cαf δf (t)

2l1Cαf δf (t)

]
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Stabilitet: Fr̊an föreläsning 2 och 4

En bil som har kommit lite snett:

Rörelseriktning

Idag ska vi g̊a vidare och studera bilens transienta beteende.

Antar först att δf = 0.

Mu̇ + Au = 0
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Stabilitet

Allmänna lösningen

u = C1 exp(λ1t)u1 + C2 exp(λ2t)u2

där egenvärdena λ1 och λ2 är lösningarna till den karakteristiska
ekvationen

det(λM + A) = 0

u1 och u2 ges därefter av det linjära ekvationssystemet

(λiM + A)ui = 0
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Stabilitet

Systemet är asymptotiskt stabilt om b̊ada egenvärden ligger i vänster
halvplan.

Genom att utveckla determinanten i den karakteristiska ekvationen f̊as

det(λM + A) = mIzλ
2 + (Iza1 + ma4)λ+ (a1a4 − a2a3) = 0

Det är lätt att verifiera att koefficienterna mIz och Iza1 + ma4 b̊ada är
postiva.

Detta medför att systemet är asymptotiskt stabilt om och endast om den
sista koefficienten a1a4 − a2a3 är positiv vilket är ekvivalent med att

L +
V 2
x

g

(
Wf

Cαf
− Wr

Cαr

)
= L +

V 2
x

g
Kus > 0
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Stabilitet

Enda möjligheten att detta uttryck blir negativt är att

Kus < 0

d.v.s. bilen är överstyrd och

V >

√
gL

−Kus
= Vcrit

Det är lätt att utvidga analysen till fallet att styrvinkeln δf är nollskild.
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Vehicle Stability Control ESP

Kärt barn har många namn

AYC - Active Yaw Control
VDC - Vehicle Dynamics Control
ESP - Electronic Stability Program

I fortsättningen används ESP som gemensam förkortning eftersom den är
vanligast åtminstone för tillfället.
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ESP: Övergripande funktion

För att uppn̊a önskad funktion behöver man

Beskriva bilens önskade beteende. Detta är inte trivialt eftersom det
kräver en uppfattning om förarens önskan.

Beskriva bilens aktuella beteende.

Relatera till de sensorer och aktuatorer som finns, och till
underliggande reglersystem.

Ta hänsyn till förarens beteende i en pressad situation.

Utforma ett styrsystem baserat p̊a ovanst̊aende.
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Figur 5.24
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ESP: Mål

Skapa ett sladdhämmande moment ∆M baserat p̊a bilens uppförande
jämfört med önskat beteende.

Vi börjar med att titta p̊a kraven p̊a kunskap om bilens aktuella
uppförande.

Hur många variabler behövs?
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ESP: Krav p̊a kunskap om bilens uppförande

Hur beter sig en bil i stabil kurvtagning (relaterat till dynamiska variabler)?

En bil med konstant fart i en kurva med konstant krökning har konstant
Ωz , dvs konstant girvinkelhastighet (yaw-rate p̊a engelska och ofta
betecknad Ψ̇).

Ett första villkor p̊a reglerfunktionen:
Reglera Ωz

Detta är bakgrunden till den ursprungligen vanliga termen AYC - Active
Yaw(-rate) Control

Det är viktigt att inse att det inte räcker med konstant Ωz , dvs konstant
yaw-rate.
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Figur 5.23
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ESP: Krav p̊a kunskap om bilens uppförande

Villkoret p̊a sidrörelse som kan formuleras i Vy men det normala är att
införa fordonets sidavdrift β

Definiera fordonets sidavdrift (body slip p̊a engelska)

β = tan−1(
Vy

Vx
)

Vi f̊ar ett andra villkor p̊a reglerfunktionen:

Reglera β

Detta är bakgrunden till att den ursprungligen vanliga termen
AYC - Active Yaw(-rate) Control inte är lika populär längre.
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ESP: Krav p̊a kunskap om bilens uppförande

Slutsatsen att det krävs tv̊a variabler att reglera p̊a.

Vi väljer Ωz och β.
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ESP: Önskvärt beteende

Regleruppgiften best̊ar allts̊a i att reglera Ωz och β.

Vilka börvärden ska man använda?

Här kommer föraren in i bilden och vad vet vi om personen bakom ratten?
Det vi vet är som vanligt förarens agerande p̊a sina reglage: ratt, pedaler
och växelspak. (De tv̊a senare är inte primära här men är viktiga för
underliggande reglering som ABS/TC.)

Uppgift: relatera styrvinkel, δ, till börvärden p̊a Ωz och β.
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Önskat beteende: Girvinkelhastigheten

Hur ska vi relatera styrvinkel, δ, till lämpliga börvärden p̊a Ωz och β som
beskriver ett gott uppförande hos fordonet. Utg̊ar fr̊an värdena vid
stationär kurvtagning.

δf =
L

R
+ Kus

V 2

gR
, Ωz =

V

R

Eliminerar vi kurvradien R s̊a f̊ar vi sambandet

Ωnom
z =

V

L + KusV 2/g
δf
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Önskat beteende: Sidavdrift

δf =
L

R
+ Kus

V 2

gR
, βnom =

l2
R
− αr =

l2
R
− l1mV 2

x

2CαrLR

βnom =
l2 − l1mV 2

x
2Cαr L

L + KusV 2/g
δf
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ESP: Reglermål

Vi är nu redo att formulera reglermålen (i matematiska termer)

Reglera bilen s̊a att den reagerar p̊a rattutslag, δ, s̊a att girvinkelhastighet,
Ωz , och sidavdrift, β, beter sig som under stabil stationär kurvtagning.

Välj som referensvärden

Ωnom
z =

Vx

L + KusV 2
x /g

δf

och

βnom =
l2 − l1mV 2

x
2Cαr L

L + KusV 2/g
δf

Jan Åslund (Linköping University) Fordonsdynamik med reglering Föreläsning 7 22 / 57

ESP: Övergripande funktion

Vi har nu kommit en bit p̊a väg.

För att uppn̊a önskad funktion behöver man

Beskriva bilens önskade beteende. Detta är inte trivialt eftersom det
kräver en uppfattning om förarens önskan.

Beskriva bilens aktuella beteende.

Relatera till de sensorer och aktuatorer som finns, och till
underliggande reglersystem.

Ta hänsyn till förarens beteende i en pressad situation.

Utforma ett styrsystem baserat p̊a ovanst̊aende.

Vi ska nu översiktligt titta p̊a den tredje punkten.
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ESP: Underliggande reglersystem

Kombinerad arkitek-
tur för ABS och Trac-
tion Control (ASR p̊a
tyska).
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ESP: Ett exempel

Ett exempel p̊a
arkitektur.
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ESP: Sensorer

Följande sensorsignaler finns tillgängliga.

δ Styrvinkel [rad].

Ψ̇ Girhastighet [rad/s].

ω1,2,3,4 Rotationshastigheter för respektive hjul [rad/s].

alat Lateral acceleration [m/s2].

Det finns ocks̊a sensorer i det hydrauliska bromssystemet men vi g̊ar inte
in i s̊adan detalj.
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ESP: Aktuellt beteende

Uppgift: Bestäm aktuellt Ωz , Vx och β.

Enklaste ansatsen (tillräcklig i laborationen) är att

Ωz bestäms direkt ur sensorn för Ψ̇, girhastigheten [rad/s].

Vx bestäms ur ω1,2,3,4 rotationshastigheterna för respektive hjul
[rad/s]. Välj rätt hjul.

β bestäms genom att integrera alat laterala accelerationen
[m/s2]. Då f̊ar man Vy och med användning av Vx ovan
erh̊aller man via definitionsformeln β
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ESP: Aktuellt beteende

Uppgift: Bestäm aktuellt Ωz , Vx och β.

Enklaste ansatsen kan förbättras.
Inte ens Vx är enkel, dvs inte ens en “vanlig” hastighetsmätare är enkel.

Vi vet att dynamiken i ett förenklat fall ges av

u̇ + M−1Au = M−1Bδ

Det är naturligt att förbättra estimeringen av Ωz , Vx och β genom att
använda en observatör.
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Figur 5.22
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ESP: Styrlag

Inför ∆M, korrigerande moment kring bilens masscentrum som
mellanstyrvariabel.

Antag att vi har nödvändiga variabler s̊asom (δ, vx , vy , Ψ̇) fr̊an sensorer
och observatörer.

Det gäller allts̊a att finna en styrlag

∆M = ∆M(δ, vx , vy , Ψ̇)

Välj ∆M s̊a att reglermålen uppn̊as.
Det är d̊a naturligt att använda

∆M = ∆M(βnom − β,Ωnom
z − Ωz)
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ESP: Styrlag

Enklaste ansatsen är att proportionellt återkoppla de tv̊a storheter man vill
h̊alla nere

∆M = k1(βnom − β) + k2(Ωnom
z − Ωz)

där k1, k2 är regulatorparametrar som trimmas empiriskt.

Notera att k1 = 0 ger ren “yaw-rate control” med möjlig problembild
enligt figur 5.23 i Wong.

Fundera p̊a vilka tecken k1, k2 ska ha.
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ESP: Effektuering med bromsar

Uppgiften är nu att givet ett önskat moment p̊a bilen, ∆M, skapa detta
moment genom att individuellt bromsa olika hjul.

För att realisera detta kan komplicerade strategier användas, men vi
begränsar oss nu till en enkel variant som är tillräcklig för laborationen i
kursen.

Viktig strategifr̊aga:
Vilket (vilka) hjul ska bromsas i olika situationer?
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ESP: Val av hjul att bromsa

Schematisk skiss av situationen för diskussion av vilket hjul att bromsa.
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ESP: Val av hjul att bromsa

Med ∆M som i figur ska uppenbart ett vänsterhjul bromsas.
Fram eller bak? Sidkraftsanalys ger att det är bak som ska bromsas.

∆M
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ESP: Val av hjul att bromsa

Med ∆M som i figur ska uppenbart ett högerhjul bromsas.
Med bromsat framhjul ger den minskade sidkraften ett moment i önskad
riktning.

∆M
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ESP: Effektuering med bromsar

Uppgiften är allts̊a att givet ett önskat moment p̊a bilen, ∆M, skapa detta
moment genom att individuellt bromsa olika hjul.

Strategi:
Vid överstyrning, när ett upprätande moment krävs, bromsas ett framhjul.
Vid understyrning, när ett vridande moment krävs, bromsas ett bakhjul.

Kvantitativt gäller det att finna den erforderliga bromskraften, F , som
funktion av det önskade momentet ∆M och styrvinkel δ.

Löses fall för fall för de fyra fallen: höger- och vänstersväng, med
respektive över- och understyrning.
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ESP: Effektuering med bromsar, Fall 1

Ett fordon i vänstersväng, Ωz < 0.

F

r

^
x

^
z

Ψ
.

c

a b

δ

Antag att fordonet överstyr vilket medför ∆M > 0. Styrvinkeln, δ, är i
figuren negativ.
Ett upprätande moment krävs. Det realiseras genom att bromsa höger
framhjul.

r = ax̂ + cŷ

F = |F |(− cos(−δ)x̂ + sin(−δ)ŷ) = −|F |(cos δx̂ + sin δŷ)

M = r × F = |F |(−a sin δ + c cos δ)ẑ
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ESP: Effektuering med bromsar, Fall 2

Ett fordon i vänstersväng, Ωz < 0.

F
r

^
x

^
z

Ψ
.

c

a b

δ

Antag att fordonet understyr vilket medför ∆M < 0. Styrvinkeln, δ, är i
figuren negativ.
Ett vridande moment krävs. Det realiseras genom att bromsa vänster
bakhjul.

r = −bx̂ − cŷ

F = −|F |x̂
M = r × F = −|F |cẑ
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ESP: Effektuering med bromsar, Fall 3 och 4

De tv̊a återst̊aende fallen gäller fordon i högersväng, Ωz > 0, och är
analoga med vänstersväng.

Notera dock olika teckenbyten.

Antag att fordonet överstyr. Ett upprätande moment realiseras genom att
bromsa vänster framhjul, och momentet som krävs är mindre än noll.

Antag att fordonet understyr. Ett vridande moment realiseras genom att
bromsa höger bakhjul, och momentet som krävs är större än noll.
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ESP: Effektuering med bromsar

I samtliga fall löses den erforderliga bromskraften, F , ut ur sista
ekvationen som funktion av det önskade momentet ∆M och styrvinkel δ.

Vid en verklig realisering tilllkommer att hantera det underliggande
bromssystemet s̊a att man erh̊aller de bromskrafter man önskar men vi g̊ar
inte in p̊a detta.
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ESP: Problem kring förarbeteende

Det visar sig att många förare överreagerar i utsatta situationer.

Vid sladd yttrar det sig i alltför häftiga rattutslag.

Problemställning: Finns det n̊agra vettiga åtgärder som kan införlivas i
styrsystemet?
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ESP: Tillägg för hantering av förarbeteende

Häftiga rattutslag resulterar via

Ωnom
z =

Vx

L + KusV 2
x /g

δ

och

βnom =
l2 − l1mV 2

x
2Cαr L

L + KusV 2
x/g

δf

i för stora nominella värden.

Hur kan man begränsa Ωnom
z och βnom?
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ESP: Tillägg för hantering av förarbeteende

Det är inte lönt att kräva större sidkrafter än underlaget medger i
förh̊allande till farten.
Vi har

Fymax = maymax < µmg

Nu vet vi inte µ men kan skaffa oss en uppfattning via aytrigg = µg när det
börjar sladda.
Vi har ocks̊a

ay = V̇y + VxΩz

Ansätter vi lite grovt att V̇y = 0 precis i starten av sladden s̊a f̊ar vi

Ωnom
z <

µg

Vx

Inför denna begränsning i styrsystemet.
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ESP: Tillägg för hantering av förarbeteende
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Jan Åslund (Linköping University) Fordonsdynamik med reglering Föreläsning 7 44 / 57



ESP: Tillägg för hantering av förarbeteende

Vi f̊ar

Ωnom
z =

Vx

L + KusV 2
x /g

δ om Ωnom
z <

∣∣∣∣µgVx

∣∣∣∣
Ωnom
z =

∣∣∣∣µgVx

∣∣∣∣ sign(Ωnom
z ) annars

Notera att detektering/diagnos krävs utöver filtrering (observatör) för att
identifiera att sladd sker.

Ansatsen V̇y = 0 i starten av sladden är grov s̊a om man säger att den
termen tar maximalt 15 % av ay s̊a kan man använda

Ωnom
z < |0.85

µg

Vx
|
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ESP: Tillägg för hantering av förarbeteende

Begränsning av βnom?

Illustrerar med en empirisk gräns

βnommax = atan(0.02µg)

En bakgrund till att den fungerar är att β är liten när man har kontroll p̊a
fordonet. (I laborationen kan man använda βnom = 0 med gott resultat.)
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ESP: Tillägg för hantering av förarbeteende

Man f̊ar allts̊a

βnom =
l2 − l1mV 2

x
2Cαr L

L + KusV 2/g
δf om |βnom| < atan(0.02µg)

βnom = |atan(0.02µg)|sign(βnom) annars

där man skattar µg p̊a som innan.
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ESP: Tillägg för hantering av förarbeteende
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Illustration av
begränsning av βnom.
För µ = 0.95 (asfalt)
f̊ar man 10 grader
som övre gräns, och
för µ = 0.35 (packad
snö) f̊ar man 4 grader
som övre gräns.
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ESP: Tillägg för hantering av förarbeteende

Man kan g̊a vidare och införa filtrering/fördröjningar innan man l̊ater
rattutslag sl̊a igenom i börvärdena.

Man har ocks̊a en dödzon p̊a ∆M, dvs den måste vara större än en tröskel
för att p̊averka bromsning av hjul. Det ska allts̊a inte hända hända n̊agot
under normal körning. Detta sparar ocks̊a bränsle eftersom n̊agot hjul i
annat fall skulle småbromsa hela tiden.
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ESP: Övergripande funktion

Vi har nu kommit igenom hela kedjan.

För att uppn̊a önskad funktion behöver man

Beskriva bilens önskade beteende. Detta är inte trivialt eftersom det
kräver en uppfattning om förarens önskan.

Beskriva bilens aktuella beteende.

Relatera till de sensorer och aktuatorer som finns, och till
underliggande reglersystem.

Ta hänsyn till förarens beteende i en pressad situation.

Utforma ett styrsystem baserat p̊a ovanst̊aende.
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ESP: Exempel p̊a produkt
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