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Stability of a car with a trailer
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Car with a trailer: Kinematics

The formula vg = v + w X rag, with A at the hitch and B at the right
wheel, gives

Vi 0 —cosl w sinl
ve= |y |+ | 0 ] x|L]| sinl[ |+ 5 | cos r
0 —r 0 0
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Car with a trailer: Kinematics

Calculate the cross-product:

Vi _ sinl Wi cos [
vg= |y | +LI|cosl —i—7 —sinl
0 0 0
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Car with a trailer: Kinematics

Approximation of the slip angle

TV, +TL+y .y
a%M:r+7+L
Vi Ve o Vi
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Car with a trailer: Forces acting on the trailer

h h
< w
Fe m, I,
) ] Model for tire force:
Model for spring stiffness:
.y
Fyf:ky Fyr:Caa:Ca<r+VX+VX>
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Car with a trailer: Equations of motion

O+
Fyr
h R h .
‘Fyf m, I,
G
Fy

. rL oy
m(y+/1r):— f— 2F, = —ky — 2C, <r+v+é>

1,0 = liFy —2hF,, = hky —2bC, | T + +\)//>
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Car with a trailer

From the previous slide:

L Ly
m(y—i—/lr):—Fyf—ZFy,:—ky—2Ca rv—+ 2
Ve o Vi

. ey
LT = hFyr —2hFy, = hky — 2bC, (r +— \ﬁ)

In matrix form

m/1mf+i2CaL 2C, r+2ca k(T _ (0
/z 0 y VX 2/2CaL 2/2Ca y 2/2Ca —/1/( y - 0
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Car with a trailer

In matrix form

mh m\ (T L1 (26l 2G r L[ 2C k(T _ (0
I, 0)\y) V,\2hC,L 2hC,) \y 2hbC, —hk)\y) \O
Assume that the solution is in the form x(t) = e**X where s i a constant,

possibly complex a number, and X is a constant vector. Substitute it into
the system of differential equations:

ot mhs? + (2C,L/Vi)s +2C,  ms? + (2C,/Vx)s + k X — 0
1,52 + (2hCoyL/Vi)s +2hCy (2 Cy/Vi)s — hk —\o

There exists a non-trivial solution X of the homogeneous system of
equations if and only if s satisfies the characteristic equation:

2 2
CO‘(lz+ml22)s3+(k(lz+l12m)+m/2Ca)52~|—%kL2+2CaLk =0

ml,s*+
X
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Car with a trailer: Routh’s stability criterion

Third order equation:

aos3 + als2 +axs+a3 =0

The Routh array:

a0 az

ai a3
d1a2—aopas

al 0

as 0

All solutions in the left half-plane if and only if ag, a1, a3 > 0, and
aiap — apgaz > 0.
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Car with a trailer: A third-order model, stability

Determinant:
2C,

2€,
(L, +mi3)s® + (k(l,+ 12 m)+mhC,)s* + Y

ml,s* + S 1%54+2C, Lk =0
X X

Assume that C, is large and I, = mx?

21, + m/22)53 4 b + 2kL?

V. V. s+2Lk=0

The Routh’s stability criterion gives

2kmL

v (hL— (k2 +132)) >0

and
hb > K2

i.e., the center of percussion should be located in front of the axle of the
trailer.
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Car with a trailer: A third-order model, stability

Add damping at the hitch _
M=CrI
where C is an effective rotary damping constant.
2(mK? + mi2)
Vi
The Routh’s stability criterion

2kmL [ CL
Vi mV

2kl?

s34+ (C/ Vi + mh)s® + s+2Lk=0

X

+bL—m?+@>>o

hb > K2
mvx—i-lz R

Not fulfilled if hh < K2
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Laterala och longitudinella krafter

Vi har hittills studerat laterala och longitudinella krafter separat.
Fallet med bade laterala och longitudinella krafter ar mer komplext.

Figur 1.39 visar hur sambandet mellan dessa krafter och avdriftsvinkeln
kan se ut.

En enkel modell for sambandet mellan F,, F, och « ar att anta att
kurvorna i figuren ar ellipser.

Nar vi konstruerar ellipserna utgar vi fran att foljande ar kant:

e Sambandet mellan F, och « i fallet F, = 0.
® Fymax ifallet F, = 0.
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Figur 1.39a
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Figur 1.39b
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Friktionsellipsen: Arbetsgang

Arbetsging:

1) Givet en avdriftsvinkel « berdknas F,, dd F, =0, t.ex. genom att ldsa
av figur 1.23 eller motsvarande.

2) Maximala longitudinella kraften Fymay i fallet F, = 0 ar kand.

3) Fumax och Fyq ar halvaxlarna i ellipsen

(Fy/Fya)2 + (FX/Fxmax)2 =1

Figur 1.42 illustrerar hur ellipserna ges av Fymax och kurvan Fy(a).
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Figur 1.23
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Figur 1.42
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Borstmodellen

Tidigare har vi anvant borstmodellen for lateral och longitudinella krafter
separat. Modellen gar latt att utvidga till det allmanna fallet.

Grundlaggande idéer:

=l

t
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Borstmodellen

Longitudinell forskjutning

e(x)zll_six
S

Lateral forskjutning

Y (x) = (x + e(x)) tan o = N

— i
Longitudinell kraft med linjar modell:

dFy Keis

— = ——X

dx 1—is

Lateral kraft med linjar modell

df,  kya

ax 1—i
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Borstmodellen

Friktionsmodell:

A
dx ax ) =P
. 2 k' 2
ktls. + ya. ‘xéﬂ
11— 11— I¢

| vilozonen:
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Borstmodellen

Langden pa vilozonen ges av

Lc _ pW(1 —is)
It 2\/(Csis)2 + (Ca)?
dar
kel
C = >
e k)’,lt2
¢ 2

Om I/l > 1 s& finns ingen glidzon
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Borstmodellen: Utan glidzon

dF,
dx
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Borstmodellen: Utan glidzon

dafy
dx

k}’,/ta
1—is

1k)/,C¥It «
YTt Y1 —
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Borstmodellen: Med glidzon

dFy
dx

I I
| glidzonen galler att
dFe — uW Csis
dx It \/(Csis)? + (Coar)?

Kraften F, ges av den skuggade arean under kurvan
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Borstmodellen: Med glidzon

dF,

dx

| glidzonen galler att

dFy,  pW Coax

d< I \/(Ci)2 + (Carr)?

Kraften F, ges av den skuggade arean under kurvan
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Dackmodeller

En enkel dackmodell med en fjader och en dampare:

mUS

Ker Ct

Parametrarna k; och ¢; maste identifieras.

Tre intressanta fall:

@ Statisk styvhet
@ Dynamisk styvhet for ickerullande hjul
@ Dynamisk styvhet for rullande hjul
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Kvartsbilsmodell: Exempel

Betraktar en kvartbilsmodell med en fjadrad massa m = 450 kg, en fjader
med fjaderkonstant k = 25 kN /m och en ddmpare med dampkonstant

c =2 kNs/m.
—lz
k

(o

20

Bilen kor pa en sinusformad vag med vaglangd A = 20 m och amplitud
A =5 cm och haller hastigheten v = 60 km/h. Vilka varden kommer
kraften mellan dack och vag att variera mellan?
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Frekvensen for svangningen ar

w= %TV = b5.34rad/s

Dynamisk modell:
zZ= —C(Z — Zb) — k(Z — Zo)

vilket ger overforingsfunktion fran zj till kraften F = mz:

ms?(cs + k)
ms2 + cs + k

G(s) =

Kraften svanger med amplituden |G(iw)|A och totala kraften mellan dack
och underlag varierar mellan

mg — |G(iw)|A = 3.4 kN och mg + |G(iw)|A = 5.4 kN
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Kvartsbilsmodell

En modell med den fjadrade massan ms (karossmassa) och den ofjadrade
massan mys (hjul- och axelmassa).

ms
Z1
Hj C5h

mUS j
ker ct V22

20

=
AMMA
YVYVY

Dynamiska ekvationer

msZzy + Csh(z.l - 22) + ks(zl - 22) =0
MysZy + Csp(20 — 21) + ks(22 — 21) + e 20 + kerzo = 20 + ker 2o
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Odampat system

Utan dampning och med zg = 0 far vi

mszy + kszy — kszp =0
MysZo — ksz1 + (ks + ktr)z2 =0

Kan skrivas
Mz 4+ Az=0

dar matriserna

ms O | ks —ks
M= |: 0 mus] A= [_ks ks + ktr]

ar positivt definita och symmetriska.
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Odampat system

Systemet har Iosningar pa formen:

71 = Z; cos(wpt — @)
7y = Zp cos(wpt — )

Vinkelfrekvenserna w, ges av den karakteristiska ekvationen

det(—w2M + A) =0

2-(2)

ges av det homogena ekvationssystemet

och egenvektorerna

(—wiM+A)Z =0
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Odampat system

Losningarna till den karakteristiska ekvationen ges av

- By + /B2 —4A, G

2A;

w
dar

A1l = mgmys
By = msks + mgkey + mysks
C1 = ksker

Ofta ar konstanterna ks, mys sma jamfort med k¢, resp. ms.
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Odampat system: Approximation

For forsta losningen fas approximationen

,  Bi— /B -4AG 26,

wnl = =
2A1 By + /B2 — 4A,Cy
G ks ke _ (ks + 1/ke )t
By Mmsks + mske ms

Samma vinkelhastighet som for tva seriekopplade fjadrar och en massa m;:

ms —l

4
ke %
ktr %
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Odampat system: Approximation

Approximation av den andra vinkelhastigheten:

) Bl+\/812—4A1C1 B

wn2 = 2A]_ ~ Ai]_
~ msks + msktr _ ks + ktr
msmys mys

Samma som for tva parallellkopplade fjadrar och en massa mys:

kté _lzZ
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Dampat system

Tar vi med dampning far vi systemet
Mz + Cz + Az = f(t)

dar

C — Csh —Csh ’ f(t) — ) 0
—Csh  Csh + Ct ctzo + kerzo

Genom att transformera systemet far vi

G(s)z(s) = f(s)

dar
G(s) =s°M+sC+ A

Jan Aslund (Linkdping University) Vehicle Dynamics and Control Lecture 8



Dampat system

Forsummar dampningen i dacket och antar i fortsattningen att ¢; = 0.

e () ga(s)
_ | 811ls) 812(s
6ls) = [g21(5) g22(5)]

och
0

fls)= <ktr20(5)>

far vi sambandet

<Zl> ke <—g1220> _ <G0120>
) 811822 — 812821 \ 81120 Go220
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Dampat system: Forstarkning

Om vagprofilen ar en harmonisk svangning med amplitud Ay och
vinkelfrekvens w, sd ar z; och z; harmoniska svangningar med amplitud A;
resp. Ap.

Forstarkningarna ges av:

AL _ | Gon(ic)] = ) |
Ao g11(iw)gn(iw) — gr2(iw)ga (iw)
A2 . ktrgll(iw) ‘
—= = |Gpoliw)| = - - - -

Ao |Goz(ie0) g11(iw)g2(iw) — gr2(iw)ga (iw)
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Dampat system: Forstarkning

Uttryckt i de ursprungliga storheterna:

VAN Az
Zy VB+G
L A3
Z VB +G

dar
= (ksker)? + (cshkerw)?
= (ker(ks = msw?))? + (conkerw)?
= ((ks = msw?))(ker — Musw?) — msksw?)?
= (

Csh) (msW + musW2 - ktr)2
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Prestanda: Vibrationsisolering

Forstarkning beror av vinkelfrekvensen och detta samband kan
askadliggoras i ett bodediagram med logaritmiska skalor.

Figurerna 7.9-11 visar hur forstarkningen | Go1(iw)| for den fjadrade
massan varierar nar man andrar

e Ofjadrade massan my,
@ Styvheten for fjadringen ks
o Dampfaktorn ~y
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Prestanda: Fjadringsamplitud

Som ett matt pd hur mycket hjulfjadringen stracks ut anvander vi
forstarkningen
max(zz — z1)
2y

Detta uttryck foljer fran sambandet

= |G02(iw) — GOl(iw)|

z(s) — z1(s) = (Goz(s) — Goi(s))zo(s)

Figurerna 7.12—14 visar hur forstarkningen for den fjadrade massan
varierar nar man andrar

e Ofjadrade massan my,
@ Styvheten for fjadringen ks
o Dampfaktorn
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Prestanda: Vaghallning och hjulhopp

Blir skillnaden zg — z for stor tappar dacket kontakten mot underlaget.

Figurerna 7.15-17 visar hur forstarkningen

max(z — ) _ 11— Goa(iw)|
2y

varierar nar man andrar

e Ofjadrade massan my,
@ Styvheten for fjadringen ks
o Dampfaktorn ~y
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