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Stability of inclined axis caster

We shall study the stability of the following system:

where 3 is the rake angle and § is the steer angle.
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Stability of inclined axis caster

First some geometry. Start with a vertical steer axis and a wheel axis that
is pointing in the y-direction.

First rotate the wheel § about the steer axis and then 5 about the y-axis
to reach the final position. The direction of the wheel axis then becomes:

cosf 0 —sing cosé —sind 0 0 —cosf3sind
0 1 0 sind cosé O 1] = cos§
sin3 0 cosf 0 0 1 0 —sinBsind
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Stability of inclined axis caster

Wheel and direction of wheel axle seen from above after the first (blue)
and second rotation (black):

—sind
cosd

— cos Bsin &
cosd

Relation for angle on ground plane §’: tand’ = %, 8’ ~ (cos 3)d
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Stability of inclined axis caster

Wheel and direction of wheel axle seen from the front:

—cos Fsind
cosd
—sinf3sind

Relation for camber angle 4: siny =sin 8sind, ~ = (sin3)d
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Stability of inclined axis caster

There are two contribution to the slip angle:

(/1 + /2)5
Vi
The first is 0’ from a previous slide and the second is due to the angular
speed 0.
The total lateral force at the contact is

a = (cos 8)d +

F, = Coa + Cy = Co((cos B)8 + (h + h)d/ Vi) + C,(sin B)d
where C, and C, cornering and camber stiffness, respectively.
(l, + mI2)5 + Co((h + h)?/Vi)d + (Cocos B+ C,sin B)(h + h)d =0
The characteristic equation has complex solutions if
Vi> Vim=...

and Vj;, increases as the rake angle [ increases.
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Hopp- och nickrorelser

Studerar det dynamiska systemet i figur 7.7.
msZ + ke(z — h0) + k/(z + hO) =0

1,0 — keh(z — h0) + kel(z + h8) =0

dar

l, = msr,
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Figur 7.7
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Hopp- och nickrorelser

Genom att infora beteckningarna

k r
Dy = F+k
mg
kly —
D, = 27kf/1
ms
1 1
D; = l—(k,clf + k. 13) = j(k,c/f + k. 12)
y msry

far vi

Z+ Diz+ D8 =0

. D
6+ —2z+ D3 =0
ry
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Hopp- och nickrorelser

Egenfrekvenser och egenvarden kan beraknas som tidigare.

Karakteristisk ekvation for systemet
D2
wh — (D1 + D3)w? + (0103 - rg) =0
y

Egenvektorerna ges av systemet

(D1 —w?)Z + D0 =0
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Hopp- och nickrorelser

Den forsta ekvationen ger sambandet

Z D,

© w2-D

Kvoten ger avstandet mellan tyngdpunkten och centrum for oscillationen
for de tvd egenmoderna, se figur 7.19.

Det gar att visa att nimnaren w? — Dy ar negativ for den ligre frekvensen
och positiv for den hogre.

Tecknet pa taljaren
1
Dy = — (ke — k¢h)

S

beror pa fjadrarnas styvhet och tyngdpunktens lage.
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Figur 7.19
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Hopp- och nickrorelser: Tva specialfall

Om 1
Dy = — (kb — keh) =0
m

S

ar systemet okopplat och rorelsen kan delas upp i en ren vertikal oscillation
och en roterande oscillation med centrum i tyngdpunkten.

Det andra intressanta specialfallet ar da
2
ry = /1/2

Centrum for oscillationerna ligger da vid framre resp. bakre fjadring.

| detta fall ar systemet ekvivalent med ett okopplat system med massan
msh/L fram och massan msh /L bak.
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Komfort och vibrationer

Janeways komfortkriterium anger granser for amplituden A for en vertikal
harmonisk svangning med frekvensen f:

| frekvensintervallet 1 — 6 Hz ar det maximala “knycket” som begransar:

Aw® <12.6 m/s*
| frekvensintervallet 6 — 20 Hz ar det maximal acceleration som begransar:
Aw? < 0.33 m/s>

| frekvensintervallet 20 — 60 Hz det maximal hastigheten som begransar:

Aw < 2.7 mm/s

Se figur 7.1
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Figur 7.1
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Komfortkriterier kan delas delas in i olika nivaer:

@ Sakerhet och hilsa.
@ Utmattning och prestationsforméga.

o Mojlighet att t.ex. lasa, skriva och ata.

Figur 7.2 ger exempel pd lampliga granser for det kvadratiska medelvardet
av accelerationen om vi betraktar det andra fallet.
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Figur 7.2a
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Vagprofil

For en icke-harmonisk vagprofil z(x) anvands ofta spektraltathet istallet

for amplitud:
Se(Q) = Z(iQ)?

dar Z(iw) betecknar fouriertransformen och € &r spatial frekvens med
enheten [cykler/m].

Det kvadratiska medelvardet av z ges av
oo
72 = / S5¢(92) dQ
0

givet att vi har valt en lamplig definition av transformen.
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Empiriska modeller for S,

En enkel modell for spektraltatheten S, ar
S¢(Q) = CSPQiN

Figur 7.25 visar sambandet dar parametrarna Cgp, och N ges av tabell 7.1.

En annan modell visas i figur 7.27:

S¢() = Sz(Q0)(Q/)*  for Q < Qo
S¢(Q) = Sz(Q)(2/90)%?  for Q > Qo

dar Qo = 1/2m och S54(0) ges av tabell 7.2.
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Figur 7.27
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Frekvenssamband

Om bilen haller hastigheten V med spatial frekvens Q ges frekvensen f av
sambandet

f[Hz] = Q[cykler/m|V[m/s]

Sambandet mellan spektraltatheterna ges av

5¢()

Sg(f) = V

Givet en vagprofil med spektraltathet S;(f) och en hastighet V' si
kommer detta resultera i att den fjadrade massan vibrerar.
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Frekvenssvar

For enkelhetens skull studerar vi en kvartsbilsmodell med en frihetsgrad.

m

20
Matematisk modell for systemet:

mz+ cz+ kz = cZy + kzo
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Frekvenssvar

Genom att infora dampfaktorn

C

= T

och den naturliga vinkelhastigheten

k

m

Wy =
kan differentialekvationen skrivas

74 20wpz 4+ w2z = 2CwnZy + w3zy
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Frekvenssvar

Genom att transformera differentialekvationen far vi
(52 + 2Cwps 4+ w?)Z(s) = (2¢wns + w?)Zy(s)

och

(2¢wns + w?)
Z(s) = Z
(6)= 2 aee s 2()

Forstarkningen ges av

_ 1+ (2¢f/fn)?
H(1 = \/(1 — (/)22 + (28T /)2

Figur 7.8 visar hur forstarkningen beror av dampfaktorn och
frekvenskvoten.
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Figur 7.8
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Sambandet mellan vagprofilens spektraltathet S,(f) och fjadrade massans
spektraltathet S, ges av

Su(f) = |H(f)|*Sg(f)

For att studera komfortkriterier kommer vi nu att studera den fjadrade
massans acceleration och spektraltatheten for accelerationen ges av

Sva(f) = |(27F)2H(F)|?Sg(f)
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Kvadratiska medelvardet av accelerationen i en tredjedels oktavband med
mittfrekvensen f. ges av:

1.12f.
/ Sualf) df
0

.89f¢

Figur 7.30 visar granser for detta medelvarde enligt ISO 2631.
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Figur 7.30
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Olinjara dampare

6000
4000 Rebound r Compression L
o
000 _—
arce (N}
0 — +
High Speed
2000 4 1
Mid Speed
4000 +
L. Low Spesd
Low Speed 2
Mid Speed
-050 060 L) 100 150

Jan Aslur inkopi i i Vehicle Dynamics and Control Lecture 9 31 /55



Reglering: Aktiv fjadring

Figur 7.31 visar principen for en aktiv hjulupphangning.

Hydrauliska aktuatorer Nackdelen ar att systemet ofta vager mycket och
forbrukar mycket energi.

Elektromagnetiska aktuatorer Linjara elektromagnetiska motorer ar
monterade vid samtliga hjul. Snabbare respons an hydrauliska. Motorerna
kan anvandas som generatorer for att atervinna energi. Foretaget Bose har
utvecklat en “proof of concept”-modell for ett sddant system. Bose
startades av MIT-professorn Amar G. Bose.
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Figur 7.31: Aktivt system
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Reglering: Semi-aktiva system

Ett alternativ ar att anvanda dampare dar dampkoefficienten cg, kan
regleras.

Magnetreologiska dampare Damparen ar fylld med en magnetreologisk
vatska som strommar genom kanaler i damparen. Viskositeten okar nar
man lagger pa ett magnetfalt, vilket gor damparen styvare.

Hydrauliska solenoidventiler Har regleras flodet av hydrauliska
solenoidventiler. Ett exempel pa detta ar Ohlins CES-dampare
(Continously controlled Electronic Suspension).
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Magnetreologisk dampare
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Figur 7.32: Semiaktivt system
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Figur 7.32: CES-damparen

Figur 1.1. En CES-ddmpare.
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Figur 7.32: CES-damparen

Fran ett tidigare exjobb (Kvaldén och Johansson, 2011):

1.2 Problembeskrivning

Déampkraften i CES-systemet dr en kraftigt olinjar funktion av styrstrém och has-
tighet. Existerande reglering kan ibland vara for oexakt for att fungera tillfred-
stéllande, se figur 1.2 for exempel pa detta.
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Figur 7.32: CES-damparen
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Figur 2.2. Skiss av oljeflodet vid kompressionsslag.
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Figur 7.32: CES-damparen
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Figur 2.3. Skiss av oljeflodet vid returslag.

Jan Aslund (Linkdping University) Vehicle Dynamics and Control Lecture 9



Figur 7.32: CES-damparen
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Figur 7.32: CES-damparen

-
-
—
-
-
-

v ——
o et
——
o

-

-
-
-

Dampkraft [N]

——Passiv, Maximal dampkraft
---Passiv, Minimal dampkraft
—CES, Maximal dampkraft
---CES, Minimal dampkraft

0]
Hastighet [m/s]

Jan Aslund (Linkdping University)

Vehicle Dynamics and Control

Lecture 9 42 / 55



Reglering: Semi-aktiva system

Arbetsging:

@ Valj en reglerstrategi
@ Berakna onskad kraft fran damparen Fg

@ Valj csp sa att damparen ger kraften Fg, nar s3 ar mojligt.
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Reglering
S3a har kan det se ut:

Requested /

Force

Damper /_\ /
Velocity \/ "

Damper /

Force W
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Reglering: Skyhook

Studerar kvartbilsmodellen med en frihetsgrad

m

el

C

20

Borjar med fallet med passiv fjadring som vi har studerat tidigare.

Jan Aslund (Linkdping University) Vehicle Dynamics and Control Lecture 9



Reglering: Skyhook

Forstarkningen ges i det passiva fallet av

A 14 (2¢f/f)?

Ao\ (= (F/)2)2 + (24 /F)?

Passive Suspension Transmissability
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Figure 2.2. Passive Suspension Transmissibility.
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Reglering: Skyhook

En konfiguration dar man slipper kompromissen mellan hog och lag
dampfaktor ar foljande

LLLLLLLLLS
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Reglering: Skyhook

Forstarkningen for detta system ges av

A 1
Ao\ (= (F/)2)2 + (24 F /)2

Skyhook Suspension Transmissability
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Figure 2.4. Ideal Skyhook Transmissibility.
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Reglering: Skyhook

Kraften pad den fjadrade massan i latsas-systemet ges av:
CskyZ + k(z — 20)
Kraften pad den fjadrade massan i det riktiga systemet ar
c(z = 20) + k(z — z9)
En jamforelse ger foljande samband:
z

C = Csky T
Yz — 3

Eftersom c alltid ar positiv valjer vi

z
C = max {CSkyz'z"O}
— 20
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Reglering: Skyhook

En forenklad variant som presenteras i boken ar

Cfirm Om 21(21 — 22) >0

Csoft OM 21(21 — 22) <0
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Reglering: Alternativ strategi

Betraktar aven har kvartsbilsmodellen.

Antag vi vill f3 den fjadrade massan ms att bete sig som att resten av

systemet inte fanns,
mS
1 ¥4

MAM
VWY
o
>

d.v.s. att kraften pa massan ar lika med noll.
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Reglering: Alternativ strategi

Totala kraften som verkar pd den fjadrade massan ar
csh(21 — 22) + ks(z1 — 22)

Genom att satta uttrycket till noll, 16sa ut cg, och ta hansyn till att cg
inte kan vara negativ, sd far vi foljande reglerstrategi:

o = Csoft om (21 — 22)(21 — 22) >0,
* —ks(z1 — 2) /(21 — 2) om (21— 2)(z1 — z) < 0,

Observera att med denna metod behover vi bara kanna till z; — 2, d.v.s.
den relativa skillnaden mellan den fjadrade och ofjadrade massan.
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Olinjara dampare

Hittills har vi studerat linjara modeller for dampare.

Foljande figur visar sambandet mellan kraft och Zz; — 2 for en olinjar
dampare, dar hastigheten v; ar en designparameter.
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Olinjara dampare

Nar parametern v; skall valjas kan det finnas motstridiga onskemal.

Exempel pad detta ar komfortmattet

;
ng/ 72 dt
0

och foljande matt pad den fjadrade massans avvikelse fran jamviktslaget:

;
J5:/ Z2 dt
0
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Olinjara dampare

Foljande figur visar hur Js och Jg beror av v;

The effect of the piecewise linear damper on ride comfort and external load rejection
1

T
095
09
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08
075
07
—— J5/max(J5)
065 —— JB/max(J8)
— — - J5,c= 3435 Ns/m
— — -J8,c=3435Ns/m
; ; ; ; ; ; T T n
0 01 02 03 04 5 06 07 08 09 1

Referens: Simulation-based analysis and optimal design of nonlinear
passive vehicle suspensions, Christos Papageorgiou och Malcolm C. Smith
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