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Sammanfattning
Abstract

Sambandet mellan tryckfallet 6ver trotteln och massflodet férbi trotteln ar
intressant for forstaelse av lufttillférseln till en motor. Massflodet forbi trotteln
berdknas idag ofta genom att anvénda en formel utanfér dess anvandningsom-
rade. For att formeln ska stdmma har en ofysikalisk koefficient multiplicerats

till uttrycket. Koefficienten &ar inte konstant.

Simuleringar och métningar ger grunden for vilka fysikaliska fenomen som
forklarar koefficienten. Massflodet ar berdknat f6r 6ppningsvinklar upp till cirka

40°, under antagande att flodet varit kompressibelt och stationért.

Slutsatserna ar att flodet vid trotteln &r turbulent och inte kan approxime-
ras som inkompressibelt fléde i normala motorférhallanden. Tryckforlusten Gver
trotteln beror till storst del pa att flodet maste passera en areadkning. Flodet
bildar en strale fran 6ppningen mellan trotteln och réret. Stralen avsmalnar ef-
ter 6ppningen. Den smalaste delen av stralen kallas for kontraktionen av stralen.
Summan av tvarsnittsareorna i kontraktionen dr den minsta area som allt flode
passerar igenom. Areadkningen berdknas som kvoten mellan summan av areorna
i kontraktionerna och rorets tvarsnittsarea i utloppet. Kontraktion med hansyn
tagen till fluidens viskositet berdknas genom, ett fran simuleringar anpassat
uttryck som beror pa vinkelskillnaden mellan fluidens flédesriktning in mot
begrénsningen och fluidens flédesriktning i kontraktionen. Sambandet mellan
tryckfallet over trotteln och massflodet forbi trotteln beror pa tvarsnittsarean
av kontraktionen och hastigheten i kontraktionen. Hastigheten beror pa tryck-
kvoten mellan det statiska trycket i kontraktionen och totaltrycket i kontraktio-
nen. Totaltrycket i kontraktionen kan approximeras med totaltrycket strax fore

trotteln. Det statiska trycket berdknas av kdnda tryck och forlustkoefficient.

Nyckelord
Keywords trottel, kontraktion, tryckfall, kompressibel fluid







Abstract

The relationship between the pressure loss and air mass flow past the throttle is
interesting to understand. Today the mass flow is calculated by using a formula out
of its range. It is necessary to multiply a correction factor to get a good result. This
factor is not a constant.

Simulations and measurements are used to explain the correction factor. The air
mass flow is calculated for throttle plate angels up to 40°. The flow is supposed to
be compressible and stationary.

The conclusions are that the flow is turbulent and compressible in normal engine
conditions. The main pressure loss depends on expansion of the cross-section. The
throttle plate generates a jet. The minimum cross-section of the jet is called the
vena contracta. The smallest area which all flow goes through is the area of the sum
of the two vena contracta. The cross-section expansion is calculated as the ratio
between the area of the vena contracta and the cross-section area of the pipe. The
contraction of viscous flow is calculated with an approximated expression based
on the simulations. The expression depends on the angle between the flow direction
just before the throttle and the flow direction in the vena contracta. The connection
between the pressure loss and air mass flow past the throttle depends on the area of
the vena contracta and the velocity in the vena contracta. The velocity depends on
the static pressure in the vena contracta divided by the total pressure in the vena
contracta. The total pressure is approximated with the total pressure just before
the throttle. The static pressure is calculated with known pressures and the loss
coefficient.
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lodréata under linjen som markerar att ljudhastighetten ar uppnadd.
Avvikelse beror pa diskritisering av 16sningen. For stora vinklar (3,dér
de storsta korrektionerna av trycket for trotteln var nédvandiga, &ar
massflodet starkt beroende av en korrekt tryckkvot. . . . ... ...

A.1 Visar trotteln da 6ppningsvinkeln ar 3 = 20° och maxhastigheten i
inloppet ar { = 1m/s. Ytan graskala visar hastigheten U av fluiden.
A.2 B =24° och 1i;;, = Im/s. Graskalan representerar totaltrycket, py. .
A.3 B =35° och {i;n = Im/s. Graskalan representerar det statiska tryc-
ket, p. . . o .
A.4 B =40° och (i, = Im/s. Graskalan representerar hastigheten, U.
A5 B =45° och {i;;, = Im/s. Graskalan representerar totaltrycket, py. .
A6 B =50° och {i;;; = Im/s. Graskalan representerar totaltrycket, py. .
A7 B =60° och 1i;;; = Im/s. Graskalan representerar totaltrycket, py. .
A8 B =60° och {ij, = 50m/s. Graskalan representerar hastigheten, L.
Jamfor likheten mellan den hér figuren med simuleringen i figur (A.7).
A.9 Bilden visar en nérbild av flédet vid den 6vre 6ppningen. 3 = 60°
och {i;;; = Im/s. Graskalan representerar totaltrycket, py. . . . . . .
A.10 Bilden visar en nérbild av flddet vid den undre Sppningen. 3 = 60°
och {ti, = Tm/s. Graskalan representerar totaltrycket, py. Vid fram-
sidan pa trotteln ser man att flodet inte foljer framsidan av trotteln
ut till kanten. Detta gor att vinkelférandringen flodet genomgar fran
framkanten bli felberdknad. . . . . .. ... ... oo
A.11 B =70° och {i;;, = 1m/s. Graskalan representerar hastigheten, U.
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Beteckningar

Fluiddynamiska beteckningar

XV

Beteckning Forklaring enhet
a ljudhastigheten m/s
C korrektionskoefficient for kompressibelitet -

Cpb utstrémningskoefficient -

F kraft N

F komplex hastighetspotential m?/s
h entalpi J/kg
K forlustkoefficient -

m massflode kg/s
M machtalet -

P statiskt tryck Pa

P andel av flode -

q varmemangd per massenhet J/kg
R specifikl gaskonstant J/(kgK)
Re Reynoldstalet -

t tid s

T temperatur K

u medelhastighet i ett tvarsnitt m/s
u flodesfaltet m/s
u beloppet av hastigheten m/s
(u,v,w) hastighet m/s
104 kontraktionskoefficienten -

0% vinkelférandring som floden maste genomga -

C komplex hastighet m/s
3 flédesriktning i det komplexa talplanet -

K cp/cy -

A friktionsfaktor -

v dynamisk viskositet kg/(sm)
p densiteten kg/m3
v kinematisk viskositet m?/s
¢ hastighetspotential m?/s
() stromfunktion m?/s
VP utstromningsfaktor -
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Geometriska beteckningar

trottel oppningsvinkel

Beteckning  Forklaring enhet
A area m?
A den begransade arean vid trotteln m?
A(B) den begransande area vid trotteln m?
A,B,C,E,O Punkter definierade i geometri -

b bredden pa springan m
d axelens diameter m
D rordiameter m
L avstand i rorets langdriktning m
n normal m
O omkrets m
(r,0,2z) position i cylinderkoordinater m
R radie m
R rotationsmatris -

t tjocklek pa trottelplattan m
t tangent m
T planet som motsvarar trottelns framsida -
(x,y,2z) position i rektangulédra koordinater m
z komplex position m
p

P

trottelns vinkel till vertikalplanet

Allmanna beteckningar

Beteckning Forklaring

a,b,c, k diverse konstanter

f funktion

F funktion

n dimensionslos konstant (heltal)
t parameter



Indexering
De laga indexet beror generellt pa var variabeln ar giltig.
Index Forklaring
c kontraktion
h hydraulisk
H den vanligaste berdkningen av massflode [4]
i inkompressibel
1 diskretisering
in inloppet
j diskretisering
kr kritisk
m mittpunkt
mf mittpunkten av delintervall pa trottelns framkant
o ovan
P parameterplanet
s sluten (i trottelsammanhang)
t det vérde variabeln skulle ha i vila, ex totaltryck
u under
ub undersidans bakre kant
uf undersidans framre kant
ut utloppet
Xx,Y,z respektive komponent i tillhérande vektor
Accenter
Symbol  Forklaring
X medelvardet av x
R maximala vardet av x
R enhetsvektor i x-led
X minimala vardet av x
Ax differens av i sammanhang givena x
!

spegelbild
randen av omradet
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Kapitel 1
Inledning

Under 1900-talet har anvandningen av fossila bréanslen 6kat i explosionsartad takt. I
vissa stader har avgaser fran forbranning blivit ett akut problem. Under det senaste
deceniet har det ocksa blivit mojligt att studera de globala effekterna av utslappen.
Larmrapporter har strommat in om ozonhal och vaxthuseffekt, mm.

Miljosituationen har tvingat fram stréanga regleringar om vad som far slédppas
ut. Faktum &r att en forbrianning som sker under gynnsamma betingelser inte pa
langa vagar ar sa miljofarlig som en oreglerad forbranning.

For att tillgodose lagkraven har stora anstrangningar gjorts for att minska ut-
slappen. Idag har biltillverkarna kommit langt med reglering av forbranning. For
att mojliggora en exakt styrning av motorn maste varje komponents egenskaper i
motorn vara kdnda. En av dessa komponenter ar trotteln, som styr luftflodet till
motorn genom att vinkla ett spjall. Den har funnits i motorer sedan de uppfanns.
Nar kraven 6kat har massflodet forbi trotteln slagits upp i stora datasamlingar. Den
metoden ar kanske inte anvandbar i framtiden nér styrsignalerna okar i antal.

Detta leder fram till fragestallningarna som behandlas i detta examensarbete.
Kortfattat handlar rapporten om att férscka beskriva flodet runt trotteln kvalitativt
och kvantitativt. En av huvudfragorna &r att studera sambandet mellan tryckfor-
lusten Gver trotteln och massflodet forbi trotteln.
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Kapitel 2
Studier av en tvadimensionell trottel

I detta kapitel lagger vi grunden for forstaelsen av sambandet mellan massfléde och
tryckforlust 6ver en tvadimensionell trottel. Simuleringar utférda i femlab kommer
att anvandas for validering av teorin . For att fa grepp om problemet studeras det
2D-fallet vilket tack vare symmetri ocksa kan ses som det langsgaende snittet som
delar trotteln i tva lika delar. Av simuleringstekniska skél ar det rimligt att borja
med att anta att flodet ar inkompressibelt.

2.1 Hwuvudekvationer for inkompressibel stromning

Ekvationer som presenteras i detta kapitel utan hérledning eller referens kommer
fran [7]. Dessa ekvationer kommer i rapporten att tas for givna. Den som funderar
6ver nagon av ekvationerna hénvisas till grundbécker i fluiddynamik t ex [1] eller

[6].

2.2 Simulering

Simuleringarna har utforts i femlab. Simuleringarna f6r inkompressibelt fléde blev
sa berdkningstunga att kompressibel simulering inte blev aktuell inom rapportens
tidsram. Det har varit svart att fa losningarna att konvergera, da 6ppningsvinkeln
varit liten. Detta beror pa att hastigheterna blivit stora och att meshen kring 6pp-
ningarna tvingats vara mycket finmaskig. Desutom verkar det som om konvergens
férsdmras av stora skillnader mellan ytorna av trianguleringen. Resultatet blev att
simuleringar utforts for 6ppningsvinklar fran ca 20 grader till fullt 6ppen trottel.
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N

Figur 2.1 Geometrin som simuleringar och berdkningar i det tvadimensionella
fallet bygger pa.

2.2.1 Initialvillkor

Initialvillkoren spelar ocksa stor roll for konvergensen. Till en borjan anvandes en
drivande tryckdifferens. Metoden var kénslig for vilket initialtryck som ansattes.
Darfor overgick jag till att ansétta ett konstant inflode medan trycket efter trotteln
holls konstant. Fordelen med detta ar att initialtrycket exempelvis kan sattas till
konstant lika med trycket pa utgangen.

2.2.2 Intressanta storheter

De variabler som ror simuleringen presenteras i tabellform nedan.

Inparametrar Resultat

p densiteten {i  hastighet

i dynamisk viskositet m  massflode

put statiska trycket vid utflodet Ap  tryckdifferans

{lin  storsta hastigheten i inloppet Po andel av flode 6ver trotteln
D rordiameter P. andel av flode under trotteln
d axeldiameter oo  kontraktionskoefficienten

@s den slutna trottelns vinkel till vertikalplanet «,  kontraktionskoefficienten
8] trottelns 6ppningsvinkel
t tjockleken pa trottelplattan
L langden av roret
I figur (2.2.2) definieras geometrin.

2.2.3 Problemets konstanter

Rorgeometri och trottelgeometri ar fixa i simuleringarna. De dimensioner som an-
véands ar

= 46 mm
d = 10 mm
©s = 44°
t = 1 mm

L = 40 cm



2.3. LAMINART ELLER TURBULENT FLODE I INLOPPET TILL TROTTELN?5

Dessutom géller att for det inkompressibla fallet ar flodet oberoende av det absoluta
trycket. Detta ser man om man betraktar differentialekvationerna fér inkompressibel
stromning. Héar foljer Navier-Stokes ekvationer fér inkompressibel tvadimensionell
stromning dar masskrafterna ar satta till noll.
(5 +35%)
Y } (2.1)

(5 + &%)

Eftersom endast tryckets gradient finns med i ekvationen kommer inte referensnivan
pa trycket att forandra flodet. Darfor satts trycket i utloppet till noll. Konstanterna
som rér gasen r foljande pyy = OPa, w = 18.1 x 10~°kg/sm och p = 1.18%kg/m3.
Det kan nédmnas att densitet och dynamisk viskositet beror pa luftens samman-
sdttning och temperatur. Dessa beroenden kan man dock bortse ifran och betrakta
densitet och dynamisk viskositet som konstanter.
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2.2.4 Problemets variabler

Det som aterstar att variera &r trottelns oppningsvinkel 3 och massflodet m in
i roret. For att kunna simulera flodet maste emellertid hela hastighetsprofilen i
inloppet bestammas. Hastighetsprofilen bestammer ddrmed ocksa massflodet. Det
finns principiellt tva olika hastighetsprofiler, en laminédr och en turbulent profil.
Detta leder till att det ar intressant att bestdmma vilket flodesalternativ som rader.

2.3 Laminart eller turbulent flode i inloppet till
trotteln?

Vid sadana omsténdigheter som rader i en motor kommer flodet alltid att vara
turbulent. Flodet kommer ocksa att vara turbulent i simuleringarna.

2.3.1 Approximativ berakning av turbulens i ror

Det finns principellt tva olika hastighetsprofiler. Den ena géller vid laminart fléde
och den andra vid turbulent fléde. For att avgora om flodet ar turbulent eller la-
minért i inloppet anvéands Reynolds tal, Re. Som en allmént vedertagen tumregel
galler att for Re > 2300 sa ar flodet i regel turbulent. 2300 kallas for det kritiska
Reynolds talet, Rey,, for stromning i cirkulara rér. Berdknar man Rey,, som mot-
svarar medelhastighet, med vanligt forekommande varden i trottelsammanhang far
man

u-D Rewr - v _2300-15.2-10_6
Rey, = = Su= D = TS ~ 0.76m/s (2.2)
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2.3.2 Approximativ berdkning av turbulens mellan tva plana
plattor

For att berdkna motsvarande hastighet for simuleringen ersétts diametern med den
hydrauliska diametern Dy, = %\. I fallet med plana plattor far man

Dy — lim 4Dx . 2D

x—o0 2D + 2% xggo %_1_] ( 3)

Motsvarande kritiska medelhastighet blir 0.38 m/s. Hastigheter under de kritiska
véardena ar mycket séllsynta, varfor slutsatsen ar att stromningen ar turbulent.
2.4 Ansatt hastighetsprofil i inloppet

For turbulent stromning i cirkuléra ror géller approximativt att hastighetsprofilen
ar

R—r)%

u(r) = ﬁ( 2

(2.4)
vid fullt utbildad stréomning. Trots att profilen géller for cirkuldra ror, har profilen
anvants i inloppet. Anledningen till att det inte spelar nagon roll &r att flédet har
tid pa sig att rétta in sig i den korrekta profilen langt innan flodet nar trotteln,
eftersom inloppet ar valt tillrdckligt langt. For att studera hastighetsprofiler kan
bok [6] rekommenderas.

2.5 Vad beror tryckforlusten pa?

Tryckforlusten beror i forsta hand pa areadkning och i andra hand pa areaminsk-
ning enligt berdkningar baserade pa formler i [7].

Den priméra fragan ar hur tryckforlusten Ap kan berdknas, da massflode och geome-
tri ar kdnda. Det finns friktionsforluster langs roret samt engangsforluster. Engangs-
forlusterna kan delas upp i forluster vid areadkning, areaminskning samt krokning
av flodet enligt [1]. Storleksordningen berdknas av respektive forlust for att se om
nagon av dessa ar dominant.

2.5.1 Friktionsforluster

Friktionsforlust vid rakt ror, egentligen mellan tva plattor, kan i det turbulenta
fallet berdknas pa samma satt som for cirkuldra ror, om diametern ersatts med
den hydrauliska diametern. Sedan tidigare &r Dy, = 2D. Har foljer ekvationen som
berdknar friktionsférlusten Ap.

Ap =A—— (2.5)
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dar A kan berdknas som
A=0.3164Re 7 (2.6)

da 2300 < Re < 10°. Reynoldstalet #ir Re = % = 4963.2. Detta ger A =

0.0377. Tryckforlusten pa grund av friktion langs rorviggarna ar ca

04 1.189-0.822
Ap = 00377 - 5 5 = 0.0655Pa (2.7)

2.5.2 Engangsforluster

Engangsforluster beridknas enligt

2
Ap = K2 (2.8)
2
dar K ar forlustkoefficienten. Det ar tillrdckligt att jamfora forlustkoefficienterna for
respektive engangsforlust.

For ganska stora oppningsvinklar ar kvoten mellan den minsta arean vid passa-
gen forbi trottel och rorets area i storleksordningen 0.5. Da ar forlustkoefficienterna
K = 0.5 for areadkning och K = 0.2 fér areaminskning.

Vid krokning ar forlustkoefficienten K i en 90-graderskrok i ett cirkulédrt ror ca
0.1. Enligt simuleringarna bdjs déremot inte huvuddelen av flodet mer &n nagra
enstaka grader. Detta borde gora att forlustkoefficienten ar betydligt lagre.

Tryckforlusten beridknas for den dominanta forlustkoefficienten for jamforelse
med friktionsforlusten.

) 2
Ap = o.5% =0.1999Pa (2.9)

Utredningen visar, att redan da trotteln har stor 6ppning kommer expansionsfor-
lusten att vara ca 3 ggr storre an friktionsforlusten. En naturlig fortsdttning ar att
studera orsakerna till att en areadkning ger upphov till en tryckforlust.

2.6 Tryckforlust i ett parallellkopplat system

Tryckforlusterna for de tva vigarna forbi trotteln ar lika.

Det finns tva vagar forbi trotteln, en ovan och en under. Tryckforandringar tvars ro-
ret &r mycket sméa och en kort stricka fore och efter trotteln ar de ocksa symmetriska
kring centrum av roret. Enligt simuleringarna varierar inte totaltrycket signifikant
mycket tvérs roret. Detta gor att tryckskillnaden fran inloppet till utloppet ar lika
oberoende av vég forbi trotteln, dvs Ap, = Apy. Det gar att dra paralleller till
ellarans parallellkopplade resistorer, dar strommen fordelar sig pa ett sadant satt
att spanningen 6ver motstanden blir densamma.
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Figur 2.2 Geometri och beteckningar for berakningar rérande areadkning.

2.7 Ar det tillrackligt att betrakta tryckforlusten
enbart for areackningen?

En av huvudfragorna &ar att uttrycka ett samband for den brakdel av flodet som

strommar under trotteln. I simulering kan resultatet beskadas i figur (2.4). “Till-

rackligt” ska tolkas som att tryckforlusten kan forklara utseendet av den ndmnda

figuren. Svaret pa rubriken blir da nej! Det rdcker inte med att bara betrakta tryck-
forlusten for areadkningen.

For att berdkna det verkliga tryckfallet anvinds lagen om rorelseméangdens be-
varande och antagandet att den enda kraften som verkar i expansionen ar en nor-
malkraft. For stationdrt endimensionellt flode tar impulssatsen for kontrollvolymen
i figuren [7] foljande form i stromningsriktningen

F= puiznAin - puitAut + pinAin - putAut (210)

Eftersom skjuvkrafter mot rérvaggarna forsummas ar den enda kraften mellan vigg
och fluid trycket mot viaggen vid areackningen.

F= _pin(Aut - Ain) (211)
Sétts (2.11) in i (2.10) fas ett uttryck for den statiska tryckdifferensen.
(Put — Pin)Aut = puiznAin - puitAut (2.12)

Det intressanta dr emellertid totaltryckets differans. For att ga vidare behéver man
kontinuitetsekvationen och definitionen av totaltrycket.

uutAut = uinAin (2-13)
1 2
pPt=p+ 7 Pu (2.14)

Ur dessa ekvationer far man den totala tryckforlusten som

A.
Az )2 = g(um — Uye)? (2.15)

1
APt =Pty — Ptue = zpufn(l -
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Figur 2.3 Har visas hur det dynamiska trycket delas upp i en ren tryckforlust, nytt
dynamiskt tryck och statisk tryckékning. Dessa férhallanden &r plottade mot kvoten
Ain/Avut. Nar kvoten ar noll, vilket innebar att utstromning sker i en odndligt bred
behallare, kommer allt dynamiskt tryck att ga forlorat. I andra extremfallet kommer
kvoten att vara ett, vilket innebar att det inte finns nagon areaférdndrig. I detta fall
kommer givetvis inget att férdndras utan allt dynamiskt tryck kommer att besta.
Det kan ocksa ndmnas att hogst héalften av det dynamiska trycket kan omvandlas
till statiskt tryck vid en direkt areadkning.

For att fa en komplett bild av fenomenet, sa visar figur (2.3) hur det ingaende
dynamiska trycket fordelas mellan statisk och dynamisk tryck samt tryckforlust. Ap
beror alltsa pa medelhastigheten u och areakvoten Ain,/Ay¢. Tack vare symmetri
hos trotteln kommer bredden pa 6ppningen 6ver och under trotteln att vara lika. Om
man satter tryckforlusterna for respektive vag lika, innebar det att flodet kommer
att fordela sig lika. Sa ar emellertid inte fallet enligt simuleringarna, dar resultatet
visas i figur (2.4). Detta leder till att modellen maste forbéttras. Kan summan av
de olika tryckforlusterna forklara fenomenet? Detta leder till att det blir intressant
att studera den nést storsta forlusttermen, areaminskningen.

2.8 Kan areaminskning och areaokning forklara mass-
flodet?

Tryckforlusten for areaminskning och areadkning forklarar snedfordelningen. Det
visar sig att forluster forknippade med areaminskning i sjélva verket ar effekter
av areaOkning. Det bildas en strale fran mynningen av det mindre roret. Stralens
minsta area ar mindre &n den nya arean, varfor flodet expanderar ut i det mindre
roret. Stralens kontraktion beror av geometrin runt begrénsningen, som inte &r lika
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andel flode under trotteln i procent

o 10 20 30 60 70 80 %

0 50
£ lorader]

Figur 2.4 Punkterna visar andelen av flodet, som tar den undre vagen uttryckt i
procent. Simuleringen ar utford, da hogsta inflédeshatighet dr 1m/s. Punkten vid 8
grader ar osdker pga att simuleringen konvergerat.

\ Aut
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Uin
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Figur 2.5 Geometri och beteckningar fér berakningar rérande areaminskning.

ovanfor och under trotteln.

Enligt [6] beror tryckforlusterna endast pa att flodet maste genomgé en areadk-
ning, varfor kontraktionen i det smalare roret blir avgorande for tryckforlusten.
Kontraktionskoefficienten definieras av sambandet

Ac
Aut

o= (2.16)
dvs som kvoten mellan stralens minsta area och rorets minsta area. Pa detta vis
overfor man tryckforlusten vid en areaminskning till tryckforlusten vid en areadk-
ning. Om man sétter pc = pin och Uuc = uin i ekvation (2.15) far man

l—oc)z

- (2.17)

Apy = %puﬁﬂ —a)? = %puit(
Det sista ledet erhalls efter omskrivning av 1, med kontinuitetsekvationen. Eftersom
areaminskningens tryckfall egentligen beror pa areadkningen mellan den kontrahe-
rade stralens tvarsnittsarea och det nya mindre roret, sammanfaller orsaken till
tryckfallet. Det som tillkommer &dr en bestdamning av den minsta area som genereras
av flodet vid passagen. Detta flode bestams i sin tur av geometrin vid tillflodet till
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7

Figur 2.6 Principiell geometri som berdkningarna i det tvadimensionella fallet
bygger pa.

oppningen. Det verkar rimligt att de olika geometrierna kan ge upphov till olika
fléden 6ver och under trotteln och férhoppningsvis forklara den simulerade andelen
fléde som tar den undre vagen.

2.9 Hur kan andelen massflode under trotteln be-
raknas?

Andelen massflode som flyter under trotteln respektive 6ver trotteln berdknas enligt

Pu:Loch P, = o

. (2.18)
oo + 0ty Ko + Oy

2.9.1 Antaganden

For att kunna rédkna pa trotteln i tva dimensioner har foljande antaganden gjorts
-All tryckforlust sker pa grund av areadkning

-Areadkningen fore trotteln kan forsummas

-Apo = Apy

-Flodet som flutit 6ver trotteln blandar sig val med flodet som flutit under trotteln.

2.9.2 Metod

Forst uttrycks tryckforlusterna for respektive vag under givna antaganden. I dessa
uttryck ingar fraktionen av massflodet. Avslutningsvis sitts forlusterna lika och
andelen 16ses ut.

2.9.3 Utredning

Tryckforlusterna kan berdknas med formeln (2.15) for areadkningen. Den minsta
arean ar den kontraherade stralens area dvs A; = %A(B)oci dar 1 € {o,u}. Flodet
som passerar genom 6ppning i skall fylla upp P; av hela rorets tvérsnittsarea, under
forutsattning att flddet blandas efter trotteln. Om antagandet inte ar korrekt, vilket
Heywood [4] antyder, sa &r det en bra approximation, da flédena inte avviker mycket
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fran 50%. Vi far sambandet uttryckt i formler som foljer A, = DP;. Substitueras
uttrycken for Ai,, och Ay i ekvation (2.15) far man f6ljande ekvation

(XiA(B))Z

1
Api = spuf(1- =54
1

> for i € {o,u} (2.19)

Kontinuitetsekvationen ger oss yttreligare ett samband

1
uioqu(B) =uyPiD = uin,PiD for i € {o,u} (2.20)

vilket ar ekvivalent med att

B Zuin PiD

uy = A D) for i € {o,u} (2.21)

Anvander man nu antagandet att tryckforlusten &r oberoende av viagen och ersatter
u; med ovanstaende ekvation fas efter rotdragning

zuinPuD (XuA(B) _ zuinPoD o o‘oA(B)
A U 2D, ) T weAlp) U 2pp, )
Pu P
R (2.22)

Eftersom fraktionernas summa &r ett, foljer att fraktionerna endast ar funktioner
av kontraktionskoefficienterna.

Pu:$OChPO: Ko

_ (2.23)
Ko + Xy KXo + Xy

2.10 Vilket forhallande rader mellan hastigheterna
i kontraktionerna?

Hastigheterna i kontraktionerna kommer, under samma forutsattningar som tidiga-
re, att bli lika stora for respektive vag.

2.10.1 Berakning av medelhastigheten i kontraktionen

For att visa att hastigheterna &r lika anvénds resultatet (2.23) i (2.21)

L — 2u;n P;D . 2uinD
COwAR) (o 4 o )A(R)

for i € {o,u} (2.24)
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2.10.2 Berakning av maxhastigheten i kontraktionen

Enligt simuleringarna antas flodets hogsta hastighet i kontraktionen. Den maximala
hastigheten i flodet &r intressant med tanke pa att det riktiga flodet val approximeras
med inkompressibel gas till ca en tredjedel av ljudhastigheten.

For att fa en uppfattning om nér det ar mojligt att anvdnda en inkompresibel
modell, antas, att hastighetsprofilen dr densamma i bade inloppet och vid trotteln.
Kalla den normerade profilen for f(x) med D¢ = [0, 1] och Vi = [0, 1]. Den intres-
santa egenskapen ar om kvoten mellan medel- och maxhastighet &r en konstant,
dvs u = fil oberoende av snitt. Detta ger att maxhastigheten {iI approximativt kan
beraknas som

ZumPiD

0= o + ) A(B) (225)

2.11 Hur beraknas tryckforlusten?

Tryckforlusten berdknas exempelvis som

(e — win)?. (2.26)

Utga fran ekvation (2.19). Eftersom tryckforlusten ar oberoende av vigval uttrycks
resultatet i variabler som ar oberoende av vagen.

_out g AR

AP =7 2P.D

)’ = %(uc — uin)? (2.27)

efter anvéndning av (2.23) och (2.24).

2.12 Vad aterstar att berakna?

Det som aterstar att beriikna ar A(B), &o, &y och f.

For att strukturera problemet visas hur variablerna beror av varandra genom att
rita in dem i en tradstruktur i figur (2.7). D och p réknas som kénda konstanter
medan Wi, och B &r problemets variabeler. Det enda som aterstar att bestdmma
ar de varibler som direkt beror pa 3 eftersom u.:s beroende av dessa variabler ar
ként. Férutom bestdmning av dessa variabler aterstar ocksa konstanten f. I foljande
avsnitt berdknas B-beroendet for var och en av uttrycken A(f), &, och &, samt
att approximera f.

2.13 Berakning av arean i tva dimensioner

For att bestdmma tryckforlusten dr 6ppningens storlek betydelsefull. T figur (2.8)
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Figur 2.7 Sambandet mellan variablerna i problemet.

Figur 2.8 Skiss av trotteln. Figuren visar inférda beteckningar vid berdkning av
arean.

definieras de beteckningar som anvénds. Arean berdknas enligt uttrycket
A(B) =D — 2|0OA]| cos(£LAQE). (2.28)

Berdkningen av |OA| sker pa féljande vis:

t)2 (2.29)

D t
OA = (|0B| — [BCI)? +AC = (5 coslis) — 5 tan(es))* + (5
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Slutligen uttrycks vinkeln AOE

/AOE= s+ —ZAOC =+ p — arctan(%) = (2.30)

©s +p— arctan( ]
) %COS((DS) — tan(@s

))'

2.14 Vad beror kontraktionskoefficienten huvud-
sakligen av?

Den ideala kontraktionskoefficienten beror framforallt pa vinkelférdndringen, v, som
flodet vid stralens rand maste genomga.

I detta sammanhang betyder ideal kontraktion att gasen ar viktlos, ideal, inkom-
pressibel och virvelfri. Flodet ar tvadimmensionellt stationédrt och viggarna ar frik-
tionslosa. Under dessa forutsdattningar finns det framforallt tva variabler. Den forsta
ar att kontraktionen beror pa hur stor areaminskningen ar och den andra variabeln
utgors av den vinkel som vaggen har in mot areaminskningen.

Hur paverkas o av areaférminskningen?

Om strypningen ar vinkelrdt kan man uttrycka kontraktionen som funktion av kvo-

ten mellan den kontraherade arean och den storsta area, AA;\ [11].

1

T (- ) cor ( (- )

(2.31)

Acuc = Ainuin (2.32)

Enligt figur (2.9) ser man att kontraktionen inte beror sa mycket pa storleken
av areaminskningen, for kvoter mindre &n 0.5. Detta motsvarar en vinkel 3 = 60°.
For sa stora vinklar kommer axeln att inverka. Det dr en rundad yta som kraver en
speciell analys. For att begransa arbetet betraktas endast vinklar da trottelaxeln
inte paverkar flodet.

2.15 Den ideala kontraktionskoefficientens beroen-
de av vy

Den ideala kontraktionskoefficienten kan efter langa rakningar approximeras av po-
lynomet med koefficienterna
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Figur 2.9 Visar kontraktionskoefficienten i en areaminskning med rat vinkel.
Framst kommer vinklar mindre dn 60° att studeras. 60° motsvarar en areakvot
pa en halv. Det intressanta i figuren ar att kontraktionen inte ér speciellt beroende
av areakvoten da areakvoten ar under 0.5.

k Ay

0 1.0000

1 -0.0077

2 5.5930 -10~>
3 -2.5597 107

4 5.3510-1071°
dar polynomet skrivs som

6
aly) =) ay® (2.33)
k=0

2.15.1 Bakgrund

Analytisk berdkning av kontraktionskoefficienten i inkompressibelt fléde kraver vis-
sa antaganden. Antag att flodet ar virvelfritt och att masskrafter kan forsummas.
Flodets inkompressibilitet medfér med hjalp av kontinuitetsekvationen att hastig-
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hetsfaltet ar kallfritt, vilket uttrycks som

Antagandet om att flodet ar virvelfritt leder till att faltet kan uttryckas som gradi-
enten av en skaldr potential [10], dvs

u=Vo. (2.35)
Sétts den senare ekvationen (2.35) in i den tidigare (2.34) fas Laplace ekvation
V-u=V: -V =Ap =0. (2.36)

Konstruera en komplex analytisk hastighetspotential dar realdelen far vara den
reella hastighetspotentialen.

F(z) = ¢(x,y) +1b(x,y) (2.37)

Enligt funktionsteorin kommer bada funktionerna ¢ och { att vara harmoniska,
dvs lésningar till Laplace ekvation [5]. Cauchy-Riemanns ekvationer ger att

V- Vi =0 (2.38)

dvs att Vi L u, som ocksa kan uttryckas som att P &r konstant ldngs varje strom-
linje.

2.15.2 Metoden

For det forsta ska en analytisk funktion F till omradet i (-planet bestdmmas. Detta
medfor att P(u,v) ar harmonisk i omradet. Sedan verifierars att randvillkoren ar
uppfyllda. Foér det andra bildas en analytisk och konform avbildning till det intres-
santa omradet i z-planet fran omradet i (-planet. Nu foljer att P (u(x,y),v(x,y))
ar harmonisk i z-planet, enligt [5]. Randvillkoren i z-planet foljer av randvillkoren i
(-planet. Eftersom Laplace ekvation ar uppfylld i det inre och randvillkoren {p = 0
ar uppfyllda pa randen, foljer av entydighet att den funna l6sningen ar den enda.
Det ar speciellt enkelt att hitta den analytiska hastighetspotentialen F for vinklar,
v, som ar kvoten mellan 180° och ett heltal. For dessa vinklar kan den analytiska
funktionen F i (-planet konstrueras genom att superponera losningar for kallor och
sankor.

2.15.3 Randvillkor

For det forsta ska viggarna och stralens rand utgor en stromlinje, dvs {:s derivata
i normalriktning tillytorna ar noll. For det andra kommer hastigheten att vara kon-
stant pa stralens rand, om fluiden kan anses opaverkad av masskrafter. I praktiken
innebér detta att hastigheten inte far vara for lag da tyngdkraften kan bli pataglig
men heller inte sa hog sa att fluiden kan anses vara inkompressibel.
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J¢

Figur 2.10 I den vénstra figuren ses geometrin dar Laplace ekvation ska losas. 1
den hogra ses tillhérande hodograf

2.15.4 Geometrin

Till att borja med placerar man den aktuella geometrin i det komplexa z-planet. A,
A’ respektive C och C’ befinner sig i oandligheten. B och B’ 4r varandras spegelbild

i reella axeln och ligger i punkterna z = Zsig(y) e (1=¥) Sedan inférs en komplex

hastighet, som definieras som ¢ = w — iv. Om vi borjar i punkt A och A’ sa inses
att motsvarande punkter avbildas i hodografens origo pa grund av att detta ar
stagnationspunkter. Foéljer man flodeslinjerna fran A till B sa accelereras fluiden
med bibehallen riktning. Detta ger upphov till en strale med vinkel -y in i héger
halvplan. Mellan B och C genomgar fluiden endast en omriktning for att till slut
fa en riktning parallell med den reella axeln. Detta motsvaras i hodografen av en
cirkelbage fran punkt B till den reella axeln. Motsvarande primade punkter avbildas
spegelvant pa undre halvplanet pa grund av symmetri.

2.15.5 Den komplexa hastighetspotentialen F(()

Metoden for att 16sa problemet bestar i att hitta en analytisk funktion for omradet
i hodografen och som satisfierar randvillkoren. Detta gérs genom att superponera
enkla funktioner av kéllor. Placera en killa i origo. Kéllstyrkan maste motsvara
styrkan i flodet. Flodesstyrkan kan mellan C och C’ berdknas som U, och. Eftersom
det ska bli n stycken lika sektorer kommer endast en n:te del av flodet att passera
in genom den intressanta sektorn. Den korrekta flodesstyrkan blir saledes nU. och.
Sénkorna placeras i punkterna ¢ = UceizT"k dar k € [0,n — 1]. Varje sanka ar
av styrkan 2U.xh. Egentligen finns det ocksa en kélla i oandligheten med samma
styrka som i origo. Detta gor att sdnkorna har dubbel styrka. De ska dels ta hand
om flodet fran sektorn men ocksa extraflodet fran utifran. Kéllan i odndligheten
paverkar dock inte funktionsuttrycket i sektorn mer &n indirekt genom att polerna
har dubbel styrka.
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n—1

F(Q) = OM—Ch(nlnC—ZZ 1n(c—ucei%"k)) (2.39)

27
k=0

2.15.6 Transformering av F fran (-planet till z-planet

Vet man F(() kan man genom integration finna z-funktionen. Uttrycket som anvénds

ar

=—. 2.40
o (2.40)

Nu kan z beréknas. Vid integrationen far man en integrationskonstant som bestams

med hjalp av laget i punkten B. Later man beskriva laget av z som en funktion av

vinkeln, far man reda pa kontraktionen genom att lata imaginédrdelen ga i limes da
vinkeln gar mot 0. z berdknas som

dF dF d¢
= = 2.41
=== (241)
Vi borjar med att derivera F med avseende pa (.
dF  allch p=
= < ZZC e ) (2.42)
k=0
dF dg Joc < p= >
—— = -2 ——— |d 2.43
Jd‘?‘? 2n =l uelzl“) ‘ (2:49)
Antag att n ar jamnt.
alch 1 1
— d 2.44
(& qi=gaura)© (24

Séankorna, vilka &r varandras spegelbild i origo, grupperas parvis. Betrakta en god-
tycklig sdnka i. Eftersom det ar ett jamnt antal poler finns ocksa sénkan -i.

1 1
- i 2m - on dC: 2.45
J C(C—Ucet k) ¢(C+Ucet k) (245)

1 1
s 27 - s 27 dC =
J C(ucelTk - C) CucelTk + C)

7]7 (lnﬂ + m) —In(1— m)) + konstant =
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1 —i2nk C —iimk C —i2ok
[ n 1 e "W —In(1 = ——e ‘&
Ce ( n(] + Ce ) n( Ce )) + konstant

Da det &r bagen mellan B och C som ska studeras ar det lampligt att substituera

¢ id

< _ 2.46
Tt (2.46)
i ekvation (2.45).
1 2 i {2m i e
U_e”ZTk( (1 +ee %) —In(1 — e?e F)) + konstant = (247)
C

1 i 27 i s i -
¢ T E (4t —in(1 0 SR)) 4 konstant
C

14t 5FK)

Znn > + konstant =

itk
e In (1 ST REry

1
U

U_ce 1 —cos(® — 2?"k)

| in(® — 2ok
ﬂszln( sin n k) ) + konstant

Summeras bidraget av alla termer erhalls f6ljande uttryck
n/2—1

ah . 2m sin(® — 2Zk)
YN==—(—-ne®42 e Wk n ) +c. 2.48
2(9) 2 ( " ];) n(] —cos(d — sz)) ¢ (2.48)

2.15.7 Beridkning av z({ = U,)

Det slutliga gransvardet som ska bestdmmas ar

lim J[z(9)] (2.49)

9—=0
Eftersom griansvadet bara tar hdnsyn till imaginardelen réacker det med att berdkna
imaginédrdelen av integrationkonstanten. Da bestdms integrationskonstanten med
hjilp av punkt B. Villkoret blir att Jz(7t(1 — 1/n)) = b/2. Vid insattning ar det
viktigt att argumentet till logaritmen blir skilt fran noll. Detta innebéar att vinkeln
inte far vara 7t(1 + 2k) radianer, diar k € Z, vilket vid kontroll inte heller visar sig
vara fallet. Infor beteckningen

n/2-1

(9) =-me ™ +2 | LR 2.50
w =-—ne + ];) e n w ) (2.50)
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sa kan z skrivas som
oh

z(9) = ﬂw(ﬁ) +c. (2.51)
Nér uttrycket for z ar ként, sa ar det ndsta momentet att berdkna Jc.
:‘(%W(ﬂ” —1/n)) + C) =h/2& Jc=h/2—- %jw(n(l —1/n)) (2.52)
Slutligen bestams gransvérdet
limaﬁo(%Jw(S) +Jc) = (2.53)

ﬂllimaﬂojw(x‘}) +h/2— ﬂlJw(ﬂ(] —1/n)) = oh
21 21 2

1

x = 1 (~ - ~ (2.54)
T4+ L (Ow(n(1 —1/n)) — limg_,0Iw(d))
Nu aterstar det endast att berdkna gransvardet limg_,oJw(9).
n/2-1 {(9—2mY)
- —i9 —izmyy (T4 eTTT _
l,lmﬁ—}03<—ne +2 ];) e In (w)) = (255)

n/2-1

n+2 Y 3<ei2"k1n (71“#;1())
k=1 1—e

2.15.8 Resultat

For att fa en kontinuerlig funktion «(y), anpassas ett fjardegradspolynom till de
av teorin givna punkterna. Gradtalet valdes genom att ta det lagsta gradtalet,
som hade 6nskade egenskaper och som tillréckligt val foljer punkterna. Polynomets
koefficienter &r

k ax

0 1.0000

1 -0.0077

2 5.5930 -10~>
3 -2.5597.1077

4 5.3510-1071°
dar polynomet skrivs som

6
aly) =) ary® (2.56)
k=0

I figur (2.11) ses det anpassade polynomet.
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Figur 2.11 FEtt fjardegradspolynom ar anpassat till de teoretiskt beraknade punk-
terna

2.16 Hur beror kontraktionskoefficienten av y?

Med hjalp av simuleringarna och de teoretiska beriakningarna kan beroendet mellan
kontraktionskoefficienten och y approximativt uttryckas som

6
aly) =) ay® (2.57)
k=0

dar koefficienterna ar,

k Ay

0 1.0000

1 -0.0042

2 3.0778 107>

3 -1.4086 -10~7

4 2.9447 10710

2.16.1 Skillnader mellan beraknad och simulerad kontraktion

Vid simulering tillkommer faktorer som paverkar kontraktionen. For det forsta har
véaggarna friktion. Det innebéar att hastigheten vid vaggar ar noll medan flodet kan
stromma i hog hastighet i den teoretiska berdkningen. En annan stor skillnad ar
geometrin. I simuleringen &r det endast ena sidan som skar in med vinkeln o mot
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Figur 2.12 Hastighetsprofiler for simulering, dar storsta hastighaten i inloppet
valts till 1 m/s. Den véanstra profilen ar snittet genom roret vid x=-0.01. Alla ko-
ordinater i figren dr relaterade till koordinaterna i figur (2.13). Den hégra profilen
ligger efter den dvre 6ppningen pa den x-koordinat dir stromningen ar i huvudsak
parallell. Trotteln éppnad 60°.

Oppningen medan den andra sidan begransas av rorsidan. I den berdknade geometrin
utgor strypningen en oandlig forstarkning av hastigheten. I verkligheten kommer det
givetvis bara bli en éndlig forstarkning. Vid riktigt sma 6ppningsvinklar handlar det
om en faktor 50 for att vid 6ppen trottel sjunka ner mot 1.

2.16.2 Simulerade hastighetsprofiler

Stralens kant behover definieras. Detta behovs for att kunna bestdmma kontrak-
tionskoefficient «, som i sin tur ska anvindas for att berdkna genomstromningen.
Definitionen ska stdmma nagolunda val med de teoretiska berdkningarna for poten-
tialstréomning och att den ska ga att anvinda for att berdkna flodet. Profilerna i
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Figur 2.13 Resultat av simulering vid = 60°. Graskalan symboliserar total-
trycket. Det dr tydligt att den stora tryckforlusten sker vid areadkningen. Pilarna
markerar fluidens hastighet och linjerna dr stromlinjer.

(2.16.2) uppvisar ganska lika form. Om man samtidigt studerar simuleringen vid 60
graders 6ppningsvinkel med maximala inhastigheten 1 m/s ser man att det endast
ar flodet som passerar day > 0.011 som passerar forbi trotteln. Det ar intressant att
jamfora medelhastigheten i férhallande till maxhastigheten f6r respektive profil. For
den vénstra profilen far man vardet 0.67 och for den hogra 0.72 eller 0.62 beroende
pa om man bara riaknar flodet som passerar trotteln eller hela profilen. I det undre
fallet &r kvoterna 0.68 repektive 0.74. Detta tyder pa att det inte ar nagra storre
skillnader mellan héga och laga hastigheter, nar fluiden ar inkompressibel. I detta
fall ar kvoterna 0.66 respektive 0.67. Kvoterna haller sig tillrackligt néra varandra.
Definitionen bor lyda: Stralens kant ska folja strémlinjen som passerar ndrmst intill
trotteln. Detta betyder alltsa att flodeshastigheten vid kanten av stralen kan vara
betydande. Denna definition stdmmer ocksa bra med den teoretiska.

2.16.3 Kontraktion med friktion

Efter matningar pa de tvadimensionella simuleringarna kan man inte upptéacka na-
gon signifikant skillnad vad betréaffar stralens egenskaper for olika flédeshastigheter.
Hur skulle funktionen kunna se ut? Det star helt klart att om y = 0 sa kan ingen
kontraktion uppsta, dvs o = 1. Ett antagande som ligger néra till hands att testa
ar att det inte gér nagon storre skillnad att lagga pa friktion. Detta dr dock naivt
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Figur 2.14 Hastighetsprofiler for simulering dar stérsta hastigheten i inloppet
valts till 1 m/s. Den vénstra profilen visar snittet genom roret vid x=-0.01. Den
hégra profilen ligger efter den 6vre éppningen pa den x-koordinat dar stromningen
ar i huvudsak parallell. Trotteln éppnad 35°

att tro och métningarna 6verenstammer som vantat inte heller. Betraktar man pro-
blemet med insikten att det borde finnas ett gréansskikt lings alla fasta vaggar som
behover specialstuderas, men att stromningen for 6vrigt tillrackligt val kan beskri-
vas som friktionsfri, kommer man narmare sanningen. Simuleringar visar att det
finns ett tydligt gransskikt vid rorviggen. Detta skikt komprimeras enligt hastig-
hetsprofilerna proportionellt mot areareduceringen. Det enklaste dr dock att anse
att gransskiktet ar jamntjockt. Detta medfor att man underskattar flodet i detta
omrade. Gransskiktet vid trotteln dr obetydligt i jamf6relse med méatnoggrannhe-
ten. Kalla andelen av 6ppningen som ar grénsskikt for c. Med denna skattning skulle
funktionen kunna skrivas som

(X(Y) =c+ (1 - C)“teoretiskh’)- (258)

Bestdmmer man c-virdet genom att utnyttja alla punkter i figur (2.15) sa far man
¢ = 0.4497. Anvédnder man endast de punkter dar y < 90° far man ¢ = 0.5027.
Anledningen till att ta upp det sista fallet som ett alternativ &r att de vérdena
verkar ha en betydligt storre spridning. Det skulle kunna bero pa att friktionen mot
trotteln hindrar strémning fran att stromma baklénges”i roret. Detta far effekten
att y som mest kan uppga till ca 20°. I fortsattningen anvénds ¢ = 0.4497 &ven for
vinklar y > 90°, trots avvikelsen. Berdknar man polynomet far man

6
aly) =) av¥, (2.59)
k=0
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Figur 2.15 Grafen visar kontraktionskoefficientens, o:s, beroende av andrings-
vinkel y. Kryssen markerar uppmatta kontraktioner i simuleringar. Det heldragna
polynomet &r anpassat efter samtliga punkter medan den stridckade endast anpas-

sats till punkterna for dndringsvinklar mindre dn 90°.

dar koefficienterna ar

k Ay

0 1.0000

1 -0.0042

2 3.0778 -107>
3 -1.4086 -10~7
4 2.9447 1010

Skulle bestamningen av kontraktionen visa sig mycket betydelsefull finns det manga
sitt med vars hjalp man kan goéra den mer exakt. Exempelvis kan man studera
gransskiktens tjocklek vid trottel och rorvagg. Hur paverkas hastighetsprofilerna da
gransskikten dndrar tjocklek?
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Figur 2.16 Kontraktionsmodell. Antag att det finns ett gransskikt som paverkas
av friktion vid viggarna.

2.17 Samband mellan oppningsvinkel 3 och and-
ringsvinkel y

Sambanden som rader mellan 6ppningsvinkel 3 och &ndringsvinkel y beror pa vigen
forbi trotteln. For den 6vre vagen géller att

Yol(B) =90° — @5 — B, (2'60)

medan det for den undre vigen géller att

Yun(B) = B. (2.61)

Yuf(B) =90° + @5 + B (2'62)

2.17.1 Oversidan

For den 6vre delen pa trotteln ar det inte svart att definiera sambandet. Det ar helt
enkelt den slutna trottelns vinkel till vertikalplanet plus 6ppningsvinkeln. Detta
géller bara till B ~ 60°. For storre vinklar kommer kontraktionen 6ver axeln att
paverka.

Y(B) =90° — @5 — P (2.63)
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2.17.2 Undersidan

Pa undersidan dr det mer komplicerat pa grund av att kanten pa trotteln kommer
att borja paverka kontraktionen.

Bakkanten pa trotteln

Vid bakkanten pa trotteln gors antagandet att stromningen hinner anpassa sig i
kantens riktning. Da kan sambandet uttryckas som

Y(B) = B. (2.64)

Framkanten pa trotteln

Vid framkanten pa trotteln sker kontraktionen inte fran den minsta arean A(f),
vilket gor att det effektiva o-virdet maste omriaknas. Uttrycket f6r vinkeln blir

Y(B) =90° + s + P (2.65)

2.17.3 Vilket ar sambandet mellan «, och 3

Sambandet mellan o, och (3 ar

oub(B) = a(vun(B)). (2.66)
Framkanten ligger tcii:((ﬁ:) langre fran rérvaggen &n bakkanten. Detta gor att ett
effektivt o fran minsta 6ppningen blir
2tsin(P)
=(——+1 2.67
= (KBl costpn) TP (207

For vinklar 6ver 15.4° kommer framkanten pa undersidan att generera stralen
med minsta area. For sma vinklar, da framkantens kontraktionskoefficient ar betyd-
ligt storre &n ett, kommer bakkanten att generera kontraktionen. Vid Gvergangen
runt 15°, skulle det vara mojligt att kontraktionen stiger 6ver bakkantens kontrak-
tion forutsatt att stralens minimum antas vid trottelns bakkant. I det kompressibla
fallet varierar lingden med hastigheten, vilket betyder att flodet kan bli ytterst in-
stabilt for vinklar kring 15°. Har skulle det vara intressant att fortséatta med att
bestdmma stralens ldngd och forsoka forutse under vilka betingelser det eventuellt
blir kénsligt. Kan man komma néra en kontraktionskoefficient pa 1?7 Kontraktions-
koefficienten véljs som den minsta. En eventuell topp av kontraktionen beaktas ej.

oy = min(uf, Xub ) (2.68)

Ovre begréansningen for denna modell &r maximalt ca 60°. For mindre vinklar lig-
ger stagnationspunkten pa framsidan av trotteln. Stagnationspunkten ror sig mot
kanten, nar vinkeln okar. Till slut delas flédet av trottelns framkant. I detta lage ar
det endast den bakre kanten, som kan skapa nagon kontraktion.
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Figur 2.17 Grafen visar hur kontraktionskoefficienten « beror av éppningsvinkeln
3. Heldragen linje visar bakkanten av undersidan pa trotteln. Den streckade grafen
representerar framkanten pa undersidan och den prickade slutligen ar dverkanten
pa trotteln.

2.18 Utvardering av 2D-modellen

I detta kapitel har jag huvudsakligen dgnat mig at kvalitativ jamforelse mellan
modell och simulering. Detta pa grund av att simuleringarna tog lang tid, vilket
omojliggjorde insamling av ett stort datamaterial att jamfora med. Dessutom &r
inte alla resultat av simuleringarna konsistenta med fluiddynamiska faktum.

2.18.1 Modellens definitionsomrade

Har foljer en analys av modellens fasplan med 3 och 1 som parametrar. Intressanta
-overgangen mellan laminart fléde och turbulent fléde i roret.
héndelser som bor inga i fasplanet &r -Overgangen mellan laminart fléde och turbulent fléde vid trotteln.
-nér storsta hastigheten &r 1/3 av ljudhastigheten.

Overgang sker for en springa med en godtycklig bredd A vid

D n2D i
Rep, = o — 22 5T o (2.69)
v pDv i
10-6
T = Rep, & = 2300 - 181-10° kg _ o.ozogﬁ
2 2 ms ms
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Figur 2.18 Den vertikala linjen markerar nir arean vid axeln ar lika stor som
arean vid trottelkanten. Eftersom modellen inte tar hidnsyn till kontraktion 6ver
axeln kommer de berdknade virdena att avvika fran simuleringen redan fér mindre
vinklar, runt 50°. Gransovergangen till turbulent fléde representeras av den hori-
sontella linjen, som ser ut att sammanfalla med x-axeln. Slutsatsen man kan dra &r
att man ytterst sallan kan anvanda en lamindr modell.

1/3 av ljudhastigheten uppnas vid

082

m= TPA(B) (2.70)

Betrakta figur (2.18). Den vertikala linjen markerar nér arean vid axeln ar lika stor
som arean vid trottelkanten. Eftersom modellen inte tar hénsyn till kontraktion Gver
axeln kommer de berdknade viardena att avvika fran simuleringen redan fér mindre
vinklar &n 75°. Tittar man pa grafen for tryckforlusten (2.21) tycks avvikelsen
borja redan runt 50°. Gransovergangen till turbulent fléde i inloppet till trotteln
ar den horisontella linjen som ser ut att sammafalla med x-axeln. Betraktar man
flodesstorlekarna i en riktig trottel och tanker sig att den tvadimensionella trotteln
ar snittet av den riktiga, kan man dra slutsatsen att lamindra modeller ar ytterst
sdllan anvandbara. Till och med inkompressiblitetsvillkoret ar svart att uppfylla for
de flesta arbetspunkterna till en turbomotor.
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Figur 2.19 Grafen representerar modellens varde. Kryssen ér de simulerade var-
dena. Fér = 8° ar det troligt att avvikelsen beror pa att simuleringen inte kon-
vergerat.

2.18.2 Simuleringens definitionsomrade

Det var tyvirr inte litt att simulera flodet for vinklar under 15°, varfor data gene-
rerade av geometrin med 3 = 8°, ej bor anses vara helt korrekta. Iaktagelser som
bekraftar misstankarna ar exempelvis att massflodena in, forbi trotteln och ut ar
olika.

2.18.3 Jamforelse av modell och simulering
Storsta hastigheten

Intresset for att berdkna den storsta hastigheten vid trotteln ar sekundért. Det
intressanta ar emellertid att avgéra vilken typ av stromning, som existerar vid
trotteln. Vet man det, kan antaganden goras for att forenkla berdkningarna av andra
storheter. Vad grafen (2.19) betréffar ar resultatet Gverraskande bra. Hastigheten
ser ut att overrensstdmma val med de simulerade véirdena, dven for storre vinklar
an cirka 60°. Formodligen férandras hastighetsprofilen vid kontraktion 6ver axel sa
att effekten av felaktig area uppvégs.
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Figur 2.20 Grafen representerar modellens varde. Kryssen ar de simulerade virde-
na. Fér 3 = 8° ar det troligt att avikelsen beror pa att simuleringen inte konvergerat.

Andelen fléde under trotteln

Malet med modellen var bland annat att forklara snedfordelningen. I figuren (2.20)
ser man att skidrningen med 50 % linjen stdmmer mycket val 6verrens med simu-
leringen. Denna Overgang sker ocksa i det intervall dar bade simulering och modell
ar giltiga. For vinklar strax over 50° bor endast den 6vre vagen paverkas av axeln.
Axeln kontraherar stralen innan den nar trottelkanten. Detta innebér att kontrak-
tionen vid kanten reduceras, vilket i sin tur medfor att den 6vre vigen blir storre
och darigenom slapper igenom flode lattare. Slutsatsen man kan dra av detta ar att
andelen flode under trotteln i simuleringarna borde bli mindre &n den beraknade.
Vid &nnu lite storre vinklar kommer axeln pa ovansidan att vara begrinsande, var-
for modellen 6verskattar arean. Vid sa stora vinklar &r emellertid areareduceringen
sa liten att berdkningen av kontraktionen ar felaktig.

Tryckforlusten

For att inte vilseleda lasaren med den grafiska presentationen avbildas samma punk-
ter och graf i bade linjir och logaritmisk skalning. Aven i detta fall noteras avvikelser
for stora och sma vinklar med samma férklaring som tidigare. Slutsatsen av valide-
ringen ar att modellen bidrar med information inom framf6rallt vinklar i intervallet
mellan 20° till 50°. Jag tror att modellen stimmer bra fér mindre vinklar ocksa,
men det kan inte valideras med hjalp av simuleringarna. Det ar naturligt att som
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Figur 2.21 Visar simulerade och beraknade tryckforluster. Avvikelseen vid 8° ar
storre dn vad den ser ut att vara med logaritmisk axel. Denna avvikelse beror fér-
modligen pa att simuleringen inte konvergerat. Vid vinklar 6ver 50° beror avvikelsen
framforallt pa att axeln inte dr modellerad.

nasta steg ge sig 1 kast med att modellera en riktig trottel.
Ar detta en tillrdckligt bra modell for att forutsdga kvantitativa samband pa
den verkliga trotteln?

2.19 Slutsatser

Flodet ar turbulent vid alla férhallanden som normalt rader i en motor. Tryck-
forlusten Over trotteln bestar till storst del av forluster beroende pa areadkning.
Areadkningen berdknas som kvoten mellan summan av areorna i kontraktionerna
och rorets tvérsnittsarea i utloppet. Kontraktion med hénsyn tagen till fluidens
viskositet beréknas genom, ett fran simuleringar anpassat uttryck som beror pa
vinkelskillnaden mellan fluidens flédesriktning in mot begransningen och fluidens
flédesriktning i kontraktionen. Berdkningen av tryckforlusten forklarar hur flédet
fordelar sig mellan vigen under trotteln och végen Gver trotteln.
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Kapitel 3
Studier av 3D-fallet

I detta kapitel anvander jag kunskaperna fran det tvadimensionella fallet och forso-
ker applicera dem pa en riktig trottel. Kapitlets huvuduppgift ar att bestdmma en
metod for att berdkna massfodet forbi trotteln forutsatt att trottelns geometri, ga-
sens egenskaper fore trotteln samt trycket efter trotteln ar kdnda. For att begransa
omfattningen av uppgiften studeras inte trottelaxelns inverkan, vilket intraffar vid
vinklar 6ver cirka 3 = 60°. For att studera realistiska forhallanden vid trotteln kan
gasen inte anses vara inkomperssibel.

3.1 Hwuvudekvationer for kompressibla fluider

Framforallt fyra ekvationer &r centrala for berdkningarna i detta kapitel. Forsta
ekvationen uttrycker sambandet mellan tryckkvoten och machtalet.

M) = (3.1)

Pt

TN

p (1+ 2
Andra ekvationen uttrycker samband mellan bland annat massfléde och machtal.

LA - 52)

Apt (] + (K*L)MZ)Z(KAJ

Den tredje ekvationen &r definitionen av forlustkoefficienten for kompressibla
floden

_ Pt —Pe
Pt —P

K (3.3)
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Slutligen beho6vs ocksa den inkompressibla forlustkoefficienten for en omedelbar
expansion

A 2
- (1 Ascimary ”

dér C &r en korrektionskoefficient som omvandlar den inkompressibla kontraktions-
koefficienten till den kompressibla kontraktionskoefficienten. Formeln kommer fran
Miller, [9]. Miller skriver att antingen &r forlustkoefficienten experimentellt visad av
mindre palitliga kéllor, eller sa bygger koefficienten pa den inkompressibla koeffici-
enten, dar det inte finns mycket information om effekterna av anvandning utanfor
definitionsomradet. Jag har inte heller lyckats visa detta pastaende, sa det aterstar.

3.1.1 Antaganden

Det krédvs vissa antaganden om gasen for att kunna hérleda ekvation ett och tva.
o Flodet ar stationart.
e Flodet ar endimensionellt.
e Strommingen ar friktionsfri.

Masskrafterna ar forsumbara.

Flodet ar adiabatiskt, dvs inget varmeutbyte sker mellan ror och fluid.

Gasen ar ideal.

3.1.2 Harledning av Bernoulli’s ekvation for kompressibla
fluider

Med hjéalp av antaganden om att flédet &r stationart, endimensionellt och friktions-
fritt samt att masskrafterna ar forsumbara kan energiekvationen skrivas som

da = dh+d(%), (3.5)

Dessutom géller termodynamikens forsta huvudsats eftersom flodet ar friktionsfritt
och darmed reversibelt,

d
dh =dq + ?p. (3.6)

Antagandet om att flodet ar adiabatiskt innebér att inget varmeutbyte sker, dvs
dq = 0. Sétt in detta i (3.6) och 16s ut dh.

dh = d?p. (3.7)
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Anvénd detta i ekvation (3.5)

dp u?
0=—+d(=). .
, Td(5) (3.8)
Integrerars ekvationen far vi
dp u?
ki=|—+—. .
=T+ (3.9)
Nu behovs antagandet om att gasen ar ideal, dvs
p = pRT (3.10)

Lagger man dartill att stromningen &r reversibel och adiabatisk sa géller isentrop-
sambandet

p = kp© (3.11)

Eftersom flodet strommar friktionsfritt dr processen reversibel. Utifran detta inte-
grerar man ekvationen langs en stromlinje

1
dp k\* 10K s K p
= (=) dp =k~ o= = 3.12
Jp J<p> P k1" k—1p (3.12)

Energiekvationen géller nu ldngs en stromlinje med isentropt flode. Sétter man in
resultatet i energiekvationen erhaller man Bernoulli’s ekvation for kompressibelt
flode.

u? K P
Y

2 +|<—1

Konstanten kg varierar for olika stromlinjer.

=1 (3.13)

3.1.3 Hairledning av den forsta ekvation (3.1)

Anvinder man Bernoulli’s ekvation samt a? = k2 i dels en referenspunkt dir gas
ar i vila och dels i en godtycklig punkt far man

2
u 1T 1T 5
fadl = .14
7 T T (8:14)
Delas detta med a? uttrycks den lokala ljudhastigheten i det lokala machtalet.
2
at k—1_ 5
— = M 1 3.15
(%) =55 M (3.15)

Anvénder man isentropsambandet och formeln for ljudhastigheten kan man omar-
beta vansterledet enligt

(1t2 KoL Pt =
=) = e (2t 3.16
(%) = (%) @10
P Pt
Kpt(p)

Sétter man in (3.16) i (3.15) sa erhalles ekvation (3.1).
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3.1.4 Hairledning av den andra ekvationen (3.2)

Ekvationen (3.2) hérleds fran (3.1) genom att uttnyttja isentropsambandet och att
ljudhastigheten kan skrivas som

u ™m
M=_"=_______ 3.17
a  pAVKRT ( )
Borja med ekvation 3.2:s vansterled.
myRTy m \/E\/pRT\/pRTt _ (3.18)

Apt  pAVKRT Pt

T
g (%) PRT,
:M\/E(E)
Pt Pt

Substituera tryckkvoten i hégerledet med ekvation (3.1) sa erhalls (3.2).

MvVk

3.2 Areaberakning i 3D

I ekvation (3.4) ingar strypningens minsta area. Area beror pa variabeln B som
ar trottelns oppningsvinkel. Det sokta sambandet ar alltsa A(B), dvs den minsta
arean som funktion av trottelvinkeln. Férutom variabeln 3 beror arean ocksa pa
dessa konstanter for en specific trottel.

@s den slutna trottelns vinkel till vertikalplanet

D  rordiameter

d axeldiameter

t tjocklek pa trottelplattan
Slutligen finns variabeln 3 som ar trottelns 6ppningsvinkel. det sokta sambandet ar
A(B), dvs den minsta arean som funktion av trottelvinkeln.

3.2.1 Metod
Metoden for areaberdkningen beskrivs i punktform.
1. Finn uttrycket for trottelkanten

e Beskriv trottelplanet som funktion av 3
e Beskriv roret

e Bestdm skéarningen mellan trottelplanet for 3 = 0 och réret som definie-
rar trottelkanten i slutet ldage.

e Rotera trottelkanten 3 grader runt axeln.

2. Berédkna integralen som bestdmmer arean.
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Figur 3.1 Visar trotteln och axeln trotteln sitter pa. Réret som trotteln sitter
monterad 1 ga ldngs z-axeln.

Hitta en parametrisering av ytan

e Finn méingden i parameterplanet som avbildas pa ytan.

Berikna integranden efter variabelbytet till parametrarna

Integrera funktionen i radiell riktning

Beridkna numeriskt integralen for den slutliga variabeln

3.2.2 Uttrycket for trottelkanten
Definition av koordinatsystemet

Betrakta figur (3.1). Placera ett koordinatsystem sa att origo ligger i centrum av
trottelaxeln och i centrum av roret. Lat z-axeln ligga i rorets langsriktning. X-axeln
riktas langs trottelaxeln. Tack vare symmetri rdcker det med att betrakta trotteln
i den forsta oktanten. I det tredimensionella fallet beh6vs samma konstanter och
samma variabel som var givna i det tvadimensionella fallet. Berdkningarna sker
stegvis.

Trottelplanets ekvation T(a,x)

Satt T till att beteckna planet for ovansidan pa trotteln. Planet kan skrivas som
t vz 2
T(a,x) = 7o +atdy +x (3.19)

Vektorerna no och t%z behover bestammas. Normalen bestams av trottelvinkeln
till vertikalplanet ,¢.

no = (0,sin(p), —cos(@)) (3.20)
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Tangenten till trotteln i yz-planet kan bestdmmas genom kryssprodukten mellan X
och normalen.
X 1] Z
R =%xno=|1 0 0 = (0,cos(¢), sin(p)) (3.21)
0 sin(@) —cos(y)

Rorets ekvation

Rorets ekvation kan skrivas som

)2 (3.22)

Den slutna trottelns kant, 0T (x)

Nu kan ett uttryck berdknas for kanten av trotteln, da trotteln &ar sluten, genom
att kréva att kanten ska satisfiera bade ekvation (3.19) f6r vinkeln @ och ekvation
(3.22).

2 (0,5in(02), ~c0s(@s)) + a(0, coslps), sin(@s]) +x(1,0,0) =

D

(x, %51.-71((93) + acos(@s), asin(@s) — ECOS(%J) = (x, (j

Ekvationerna kan nu anvindas sa att trottelkanten OT(x) parametriseras av x-
koordinaten. Ur ekvationerna nedan berdknar man z-koordinatens beroende av x-
koordinaten genom att sétta in uttrycket for a fran (3.24) i (3.25).

)2 —x2,z)  (3.23)

%sin((ps) + acos(@s) = (%)2 —x2 (3.24)
asin(@s) — %cos(cps) =z (3.25)

Trottelns kant beskrivs som

X
AT(x) = (3)*—x (3.26)
( (%)Z—XZ—%Sin((Ps))tan((Ps)— Lcos(ps)

Trottelns kant, 0T (f3, x)

For att ga vidare definieras rotationsmatrisen R(f3), som roterar vektorer p grader
runt x-axeln. Denna matris ges av

1 0 0
R(B)=|[ 0 cos(B) —sin(B) (3.27)
0 sin(B) cos(P)
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Trottelkantens lage kan nu beskrivas for godtycklig 6ppningsvinkel for ett givet x.

oT(B,x) =R(B)AT(x) (3.28)

Berikning av derivatan av trottelkanten fér framtida bruk

Léangre fram kommer dven derivatan av trottelkanten med avseende pa x att beho-
vas. Vid berdkning av derivatan observerar vi att R ar en konstant med avseende
pa x, varfor matrisen kan brytas ut.

d d B 7sz_xz
L oT(p,x) = R(B) S-0T(x) = R(B) _(EZJ(% (3.20)
V(@)

Villkor som den beridknade geometrin genererar

Minsta arean som flodet maste passera genom, ar ytan mellan 9T (3, x) och dess
projektion pa roret. Kalla denna yta for A. For att trotteln inte ska ligga utanfor
roret vid axeln maste man kréava att 6ppningsvinkeln atminstone ar

p=2x (arcsin(%) — @) (3.30)

3.2.3 Berakning av ett ytelement A

Nésta mal ar att berdkna arean av ett ytelement. For att kunna detta behovs
parametrisering av ytan. Det ar lampligt att anvéanda x-koordinaten pa 0T (f,x)
och r, som betecknar radien i cylindriska koordinater. Lat f(x, R) vara avbildningen
f: (x,R) — R3. Funktionen f berdknas till

X
f(x,7) =3T(B,x)+r | (dT(B,x)), (3.31)
0

Bestamning av A,

Méangden i parameterplanet, som avbildas pa arean A, kan betdmmas genom upp-
delning i tva deluppgifter. For det forsta bestams i vilket intervall x tillats variera.
Darefter bestdmmes for givet x vilka r som ar tillatna. Parametern x sammanfaller
med x-koordinaterna for punkterna pa trottelkanten. Sa som geometrin ar definie-
rad, vet vi att 0 < x < X. Det viktigaste ar att bestdmma det storsta x:et, X. Detta
antas da (0T) skér in i axeln, dvs nar

dZ

(dT)g + (T)z = T (3.32)
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Denna ekvation &r oberoende av {3, sa det rdcker med att anvénda ekv (3.29). Borjar
med att sitta k = %(sin((ps)tan((ps)—|—cos((ps)). Om 0T:s y-koordinat ocksa kallas
for y berdknas densamma fran nedanstaende ekvation.

2

(1 + tan?(@s))y? — 2ktan(@s)y + k* — dT =0 (3.33)

Den positiva 16sningen till ekvationen kallas . Nu kan X berdknas som

D2
R=\7 V% (3.34)

Undre grénsen for parametern &r r = 0 eftersom f definierades som trottelkantens
koordinater plus en komponent som beror pa r. Den 6vre gransen bestams av att
ytan skar roret for detta r.

2 2 D?
(OT(B,x))x +71x)" + (T(B,x))y(1+71))" = T (3.35)
Maéngden kan alltsa skrivas som
Ap ={(x,10<x <R0<T<P(x)} (3.36)
Integranden efter variabelbytet till (x, 1)
Integralen beraknas enligt
H dA = H o E‘dxdr. (3.37)
A Ap aX aT‘

Nu berédknas de partiella derivatorna % och %

1

of d

3 = o OT(BX) T dd—x(aTéB,x))y (3.38)
of x
= (OT(%,X))U (3.39)

Berakning av ytnormalen na.

S g 2 —(dT(B, ), (55).
m=| (), (), (&).]|= x(85).
x  (dT(B,x), O (T8, %), (50), —x($8),,
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Berakning av dubbelintegralen.

J(EI’” |nA|dr)dX:J<J':(x)

Det principiella r-beroendet av integranden &r \/ (ar)? + 2br + c2. For att forenkla
formlerna infors beteckningen 0T = 0T(, x). Koeflicienterna beraknas som

> (nA)fdr) dx = (3.41)

ie{x,y,z}

d
a = ((8T)y —x1-(3T)y) (3.42)
d d d
b= ((aT)ya(aT)x — xa(aT)y) ((aT)y - xa(aT)y) (3.43)

2= ((OT)U%(OT)X —x%(bT)y)z + (x%(aﬂz)2 + ((aT)y%(aT)z)2 (3.44)

Integration i radiell riktning
Virdet av den inre integralen ar A(x), vilken kan berdknas som

T(x)
A(x) = J +/(ar)2 +2br + c2dr = (3.45)

0

11 b 1, b2 b
a{z(ar—i— a)\/(ar)z—l—Zbr—l—cz—l—z(c —E)In‘ar—i—a—k\/(ar)z—l—Zbr—i—cZH

3.2.4 Indelning

Avsikten med att dela upp arean &r att varje delyta ska ha sa pass likartade egenska-
per att kunskaperna fran den tvadimensionella trotteln kan anvindas. Onskvirda
egenskaper ar att geometrin i snittet &r liknande den for det tvadimensionella fal-
let. Andra egenskaper som ar Onskvéirda ar att area och kontraktionskoefficient &r
véldefinierade for varje delyta. Ett smalt snitt av trotteln féor x = 0 &r i princip
det studerade snittet i det tvadimensionella fallet, varfor det &r lampligt att det
snittet ingar bland delytorna. En tédnkbar areaindelning dr uppdelning av x i delin-
tervall. x-striackan bor ej indelas i lika delar, eftersom en liten forédndring i x, da x
ar stor, ger stora fordndringar av intressanta variabler. Det ar lampligare att dela
upp strackan langs kanten pa trotteln ekvidistant istéllet. Antag, att vi vill dela in
striackan i n stycken intervall. Kalla x-koordinaterna for startpunkten pa stricka i
for x;. Detta gor att x,, 11 = X. For att berdkna x:n utan att gora allt for mycket
jobb, approximeras ellipsen med en cirkel. Da berdknas x:n till
D i—1 2%

x| = ?sin( arcsin(ﬁ)). (3.46)
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3.2.5 Approximation av delytan i:s area

Berdkning av ett areaelement, Ai, kan goras mer eller mindre exakt. Funktionen
b(p,x) ar dock av sa pass snill karaktér att en rektangular uppskattning duger bra.
Man evaluerar funktionen pa mitten och multiplicerar med avstandet mellan de x,
som avgransar arean.

Xi+1 +X4i

)(Xit1 —%i) (3.47)

3.2.6 Den totala arean

Den totala arean bildas genom att summera 6ver alla delytor och sedan multiplicera
med fyra for att ta hansyn till att uppdelningen bara géller den forsta oktanten.

A(B)=4) Ai(B) (3.48)

3.3 Samband mellan oppningsvinkel 3 och vinkel-
skillnaden y

I det tvadimensionella fallet baserar sig y pa vinkeln mellan flodet vid kontrak-
tion och maximala avikelsen av flodet fore trotteln. I det tredimensionella fallet
kompliceras resonemanget av ett antal faktorer. For det forsta blir stromningarna
tredimensionella sa att diskretisering i tvadimensionella snitt ar svara att tillampa.
Jag har dock gjort ett forsok att dela upp strypnigen i ett antal delytor. Det finns
uppenbara risker att snittens flode ar korrelerade pa sdtt, som ej undersokts. For
att bestdmma avlankningsvinkeln behover riktningen u flodet har fore trotteln samt
den kontraherade ytans normalriktning n. definieras och berdknas.

3.3.1 Flodesriktning fore trotteln

Forst och framst maste flodet strémma langs trotteln ut mot kanten. Det &r betyd-
ligt svarare att avgora under vilken vinkel stromningen nar kanten i trottelplanet. I
snittet mitt genom roret dr det klart att vinkeln mellan flédesriktningen och kanten
ar rat i trottelplanet. Den enklaste utvidgningen ar att anta detsamma for samtliga
snitt. Villkoren blir att ulnp samt att uL%aT(B,X). Satt u = (a,b,1). Losut b
ur den forsta ekvationen

(0,sin(¢), —cos(@)) - (a,b,1) =0 & (3.49)

b = cot(¢p) = cot(ps + B),

och a ur den andra ekvationen.

d
aaT(B,x)-uzo(:) (3.50)
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(x0T (B, x))y cot(@s + B) + (5 T(B, X))
(0T (B, x))x

a=—

3.3.2 Normalen till tvarsnittsytan i kontraktionen

Det enklaste antagandet i detta fall &r att den minsta begrédnsade areans normal
sammanfaller med kontraktionsytans normal. Om det inte bildats nagon kontraktion
skulle tryckforlusten blivit minst under ett vinkelrdtt flode. Detta antagande ger
foljdfragor. Hur ser den kontraherade ytan ut under detta antagande? Kan ytan
hamna utanfor roret? Ar det mojligt att kontraktionsytorna fran tva olika delytor
overlappar varandra?

Hur ser snittet av en delyta ut?

En uppfattning om utseendet av den kontraherade ytan fas genom att betrakta
den mittersta stralen i ett stralknippe genom en delyta. Foér att approximera hur
mycket en stralen maste krokas for att inte passera rorviaggen, berdknas avstandet
till rérvéiggen i samma riktning, som flédesriktningen i mitten av 6ppningen. I ka-
pitlet om areaberikningen finns uttrycket for na (3.40) som funktion av r och x.
Nu utvarderas den vektorvarda funktionen i punkterna

#(x)) (3.51)

N —

(x, 1=

Avstandet som ska beriknas visas i figur (3.2), mellan pilens startpunkt och den
punkt som pilen pekar ut pa roret. Avstandet informerar om den fria ldngden,
f, efter 6ppningen innan huvuddelen av flodet maste krokts. Med hjilp av (3.31)
uttrycks

((E(x, 1= 52()))x + F - (A (7 = 58(x)))x)* + (3.52)

I figur (3.3) visas resultatet av berdkningen for tre olika vinklar. Da x = 0 kommer
graferna att ga mot oéndligheten. Grafernas minimum &r 3, 9 respektive 53. Det ar
intressant att notera att 16sningarna till ekvation (3.52) &r symmetriska kring noll.
Betraktar man planet som spanns upp av normalen och y-axeln kommer punkten
mitt i 6ppningen att dela avstandet mellan ellipsens(rorets) skarningspunkter med
linjen mitt itu. Flodet tvingas bdjas av snavare for stora 6ppningsvinklar men vid ca
60° kommer axeln att utgoéra begréansningen, varfér problemet inte behéver beaktas.

Slutsatsen av denna undersékning ar att Oppningarna inte ar riktade mot ror-
véggarna i nagon storre omfattning. Det borde ga att anvinda den tvadimensionella
modellen dar vaggbegrinsningen ar en rét linje istillet for en del av en ellips.
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Figur 3.2 Visar snittet genom trotteln parallellt med flodet i dverkanten med
trotteln.

Figur 3.3 Grafen visar avstandet till rorvdggen i fran mitt av 6ppningen i nor-
malriktning till den begransande ytan. Avstandet ar angivet i antalet breddar pa
oppningen. Den strickade markerar 60° grader, den heldragna 30° och den prickade
10°.

Feldiskussion

Ytterligare problem som uppstar vid 6verforing av den tvadimensionella modellen
till den tredimensionella modellen ar att stralarna i respektive delyta divergerar.
Detta kan medfora att om kontraktionen sker efter ett storre avstand kan flode i
sidled fylla upp den 6kade ytan och pa sa sadtt minska effekten av kontraktionen.
Eftersom min modell inte innehaller nagon beskrivning av langden av kontraktio-
nen kommer detta fel inte att beaktas. Normalriktningen till den kontraherade ytan
kan bara bestdmmas om ytan ar kiand. Enligt undersokningarna ovan borde ytan
vara vinkelrdt mot rorviggen och ligga pa det stille dér flodet ar parallellt. Vid
tillrackligt liten krokning kan kurvan approximeras med en linje likt den tvadimen-
sionella modellen. Ju storre krokning desto storre blir flédets 6verskattning men a
andra sidan underskattas flodet nar flédet divergerar. En ndrmare undersékning om
storlekarna pa felen aterstar.

Vilken normal ska anvandas?

Om uppskattningen &r tillrackligt bra innebar det att den kontraherade ytans nor-
mal och normalen till ytan som begransas av trotteln skulle vara parallella. Pro-
blemet dr att ingen av de tva ytorna &r plan, varfor det aterstar att gora ett re-
presentativt val av normalen. Det finns manga alternativ. Till exempel kan man ta
normalen pa trottelkanten, normalen mitt i ytan eller ndgot medelvarde av alla eller
en delméngd av normaler pa varje delyta. I det tvadimensionella fallet ar alla dessa
alternativ likvardiga. Det kan darfor vara motiverat att studera hur stor spridning
normalerna har inom en delyta.
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Figur 3.4 Figuren visar de normaler som avviker mest fran varandra.

Figur 3.5 Figuren visar skillnaden i vinkel mellan normalen vid trottelkanten,
na2, och normalen vid rérvaggen, utefter samma radie, na1. Detta betyder att
felet inte gar att undvika genom att forfina indelningen. Graferna ar genererade for
B =10°, B =30° respektive p = 60° uppriknat underifran.

Vinkelskillnader fér normaler i en delyta

Den maximala avvikelsen mellan riktningar hos normaler inom en delyta ar mindre
dn summan av vinkelskillnaden mellan na3 och nas och vinkelskillnaden mellan
na2 och nat. Summan blir emellertid ganska exakt den maximala avvikelsen, vilket
innebar att de tre normaler som betraktas i stort sett ligger i samma plan, dar
np ar den mellersta. Skillnaden i radiell led &r for de flesta 6ppningsvinklar den
dominerande, enligt figurerna. Det ar ocksa denna avvikelse som ar oberoende av
indelning och som darmed ej kan undvikas. For stora vinklar kan avvikelsen i radiell
led bli betydande, och férmodligen paverka resultatet.

Fotpunkten for den normal som kommer att anvindas &r mittpunkten pa trot-
telkanten. Motiveringen till valet av en normal pa trottelkanten &r att det flode som
passerar nira trottelkanten kommer att inverka mest pa stralens form. Valet av
mittpunkten beror pa att den representerar 6vriga normaler pa trottelkanten battre
an normalerna i hornen av ytan.

Mittpunkterna i intervallen behovs. Dessa kan approximeras med god noggrann-
het av x;m; = % Med detta valet kan avldankningsvinkeln vy berédknas for varje
intervall ovan trotteln som

‘U,

r
Yo = 90 — arccos (m .
o o

(3.53)
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Figur 3.6 Den vanstra bilden visar skillnaden i vinkel mellan normalen vid trot-
telkanten inom en uppdelning, dvs skillnaden mellan na3 och na,. Har ar halva
trotteloppningen uppdelad i 40 intervall. Graferna ar genererade av 10°, 30° re-
spektive 60° uppraknat underifran.

Figur 3.7 Dessa grafer beskriver samma vinkel som féregaende figur. Har har samt-
liga grafer avbildats for vinkeln 3 = 60°, men indelningen har varierats. Graferna
representerar en uppdelning pa 100, 70 och 40 intervall nerifran och upp.

o 0.005 001 0015 002 0025
ordinat

Figur 3.8 Figuren visar vinkeln 'y for ovansidan av trotteln som funktion av laget
x. Graferna ér genererade av 10°, 30° respektive 60° uppriaknat uppifran.

3.3.3 Avlankningsvinkeln under trotteln

Pa undersidan kompliceras uttrycken likt det tvadimensionella fallet av att fram-
kanten kan generera den minsta kontraherade ytan. Indelningen &r gjord utefter
bakkanten pa trottelns undersida.

Baksidan

For undersidans bakkant kan vi tillimpa samma metoder som for 6versidan. Bilda
en uppdelning med hjilp av parametern x. Sedan anvénds mittpunkten genererad
av xm pa varje delintervall. Har evalueras avstandet till rorvaggen, den radiella
riktningen samt hastigheten u,p in mot 6ppningen. Sedan anvénds u,p och ryp
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Figur 3.9 Figuren visar undersidans bakkant pa trotteln.

for att bestdmma yyp. uyp bestdms av att uy, L xyp och att xuf + auyy = Xp
for nagot a. Satt uyp = (b,c, 1)

Uyp " Xup =0&

(6,¢,1) ((£-0T (e )by~ 0Tl )y, — (0T ))) =0 (354)

Framsidan pa trottelns undersida i stédngt ladge bestdms av uttrycket

ATur(x) = -V (3 ) (3.55)
—( (%)2 —x2 + $sin(e ))tan((ps) — Lcos(¢s)

Den andra ekvationen blir
OTur(x) +ax(b,c,1) = dTyp(xm). (3.56)
De obekanta ar x,a,b,c och de fyra ekvationerna ar

b—c(L0T(xm))y — (££0T(xm))z =0
x—l—ab— OT (xm))x

—/(8)* =2+ ac = —(@T (xm)),
( (2)* —x2 + $sin(os) ) tan(es) — Seos(@s) + a = (T (xm))
(3.57)

Jag loser ut ¢ ur den forsta ekvationen och a ur den sista och satter in resultaten i
den andra och tredje ekvationen.

%GT(Xm))z

a = (\/(5)" =+ Ssin(e.) ) tan(es) + Seos(ps) — (T (xm)):
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Det nya ekvationssystemet blir

x—|—<< (3)° 2+ Ssinfos) ) tan(ps)+
$eos(.) — (0T () )b = (@T(xm)s

i ’ (3.58)
VB e+ (B~ + gsinton)tanion)+

seos(o) — (0T (em ). ) (SRS ) = ~@Tlm),

Ur ekvationenerna elimineras b. Ekvationens utseende forenklas av inférandet av
féljande konstanter.

<9
ko=1+ odx TTRE
(%GT(Xm))y

(Jsin(@sltan(o.) + yeosion) ~ OT(xn). ) + @T (),

Da kan ekvationen skrivas som
D
ko (?)2 —XZ Zkz —k1X (3.59)

eller efter kvadrering

koD

5 )" =0. (3.60)

(kg +k3)x? — 2kykax + k3 — (
Nu kan samtliga obekanta berdknas. Framforallt var det u,p som skulle beridknas.
Avlankningsvinkeln y,,p berdknas ur

Uyb " Tub

Yub = 90 — arccos (m
uw w

(3.61)
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Figur 3.10 Figuren visar vinkeln yyp som funktion av laget x. Graferna ar gene-
rerade av 10°, 30° respektive 60° upprdknat nerifran.

buf

Figur 3.11 Den vénstra figuren visar geometrin for en delyta pa undersidan av
trotteln.

Figur 3.12 Den hégra figuren visar en skdrning pa undersidan av trotteln.

Framsidan

Betraktar man ett intervall och forsoker rdkna pa hur framkanten paverkat flodet,
stalls man direkt infor fragan, var pa framsidans kant det flode, som passerar den
betraktade ytan, har kommit ifran? I den tvadimensionella simuleringen kontrahe-
rade stralen fran framkanten bakom den bakre kanten. Detta betyder att man bor
anvanda ryp (xms) istallet for ryf(xmf) for att berdkna yy¢. uys maste berdknas
innan berakningen av vy, ¢ kan utféras. Villkoren ar som tidigare att u,s L nt och
Uy L %OT(xmf). Satt uys = (a,—1,b). Forsta villkoret ger

b = —tan(@s). (3.62)
Den andra ekvationen ger
X
a=—"0 (14 (tan(gs))?) (3.63)
(2)° -2
2 mf

Multiplicera sedan med rotationsmatrisen for att fa den aktuella uys.
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Figur 3.13 Den vanstra figuren visar vinkeln y,p som funktion av laget x. Graferna
ar genererade av 10°, 30° respektive 60° uppréknat nerifran.

Figur 3.14 Den hégra figuen visar vinkeln mellan u, s och planet som spanns upp
av uyp och ryy for 30°. Det intressanta med vinkeln ar att den ar lika stor som
vinkelskillnaden mellan flodesriktningen i kontraktionen beroende pa om kontrak-
tionen beriknas med fram- eller bakkanten med hjilp av mina antagande. Enligt
figur (3.15

sker det en Overgang fran kontraktion bildad av bakkanten till kontraktion bildad
av framkanten. Om vinkelskillnaden skulle vara stor ar mina antaganden otillfreds-
stallande. Figuren visar emellertid att vinkelskillnaden &r mindre &n en hundradels
grad.

h
Kyf = (Xf—uf (3.64)
hu,b

For att vara konsistent med resonemanget som géller 6versidan bor hastigheten ut
fran trottelkanten vara vinkelrdt mot kanten och ligga i trottelplanet. Vidare bor
flodet genom den kontraherade ytan vara nira riktningen pa den minsta begransade
arean. For att forenkla flodeslinjen antas att den lokalt inte har nagon tredimensio-
nell spiralform utan kontraherar i ett plan. Da kan de tidigare namnda vektorerna
spanna upp planet. Nu kan punkten pa framsidan x,,f bestdmmas genom att stka
den punkt pa trottelkantens framsida, som skér det plan som punkten pa baksidan
Xmb tillhor. xm,mp berdknas genom att utnyttja att punkterna ar x,,:s spegling i
x-axeln.

Xmb = ((Xm)m_(xm)y)_(xm)z) (3'65)
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Figur 3.15 Bilderna visar kontraktionskoefficienternas beroende av x-koordinaten.
Den streckade kurvan bildas av framkanten medan den heldragna skapas av bak-
kanten. Figurerna éar ritade for 10°, 30° respektive 60°. Den sista grafen visar det

effektiva &, for samma vinklar.

3.4 Berakning av den kompressibla korrektionsko-
efficienten

En metod for att berdkna kontraktionskoefficienten for kompressibel stromning kom-
mer att presenteras. Stora delar av materialet kommer fran [3]. Mitt bidrag ligger i
att passa in formlernas beteckningar i sammanhanget samt att skjuta in teori i de
steg som ar svarbegripliga. I slutet jamfors den berdknade kontraktionskoefficienten

med grafen av korrektionskoefficient som &r given i [9)].

3.4.1 Antagande
Antaganden som behovs vid berdkning av analytisk 16sning till det kompressibla

kontraktionsproblemet.

e Strommningen ar tvadimensionell.
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o Det forekommer inte nagra sjuvkrafter.

e Masskrafterna ar noll.

e Flodet ar stationéart.

e Trycket ar endast en funktion av densiteten.

o Flodet &r virvelfritt.

e (Gasen satisfierar isentropsambandet.

e Flodeshastigheten ar mindre dn ljudhastigheten.

3.4.2 Metod

For att klargora 16sningsgangen beskrivs metoden kortfattat.

1. Berédkna Bernoulli’s ekvation, egentligen ett samband mellan fart och densitet.

2. Berdakna Chaplygin’s ekvation

Teckna uttrycken for hastighetspotential och stromfunktion.
Finn ett samband mellan dessa funktioner.

Eliminera beroendet av dz, for att pa sa sitt fa differentialekvationer
som beror pa hastighet och densitet.

Gor variabelbyte till T, for att pa sa séitt eliminera beroendet av bade
fart och densitet.

Eliminera hastighetspotentialen och bilda en linjar partiell differentia-
lekvation for stromfunktionen.

3. Los Chaplygin’s ekvation

Fourierserieutveckla med avseende pa 9.

Finn koefficienterna som beror pa T, genom att 16sa en hypergeometrisk
differentialekvation

4. Anpassa losningen till randvérdena

e Bilda linjarkombinationen av termerna som loser differentialekvationen.

e Bestam koefficienten for varje term sa att randvillkoren &r uppfyllda.

- Anvénd den inkompressibla l6sningen for att identifera koefficienter-
na.

- Kontrollera att den kompressibla 16sningen satisfierar randvillkoren.

- Kontrollera att serien konvergerar i det betraktade omradet

Kontrollera att gransvirdet av serien adr oberoende av ¥ da T — T,
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5. Integrera avstandet i y mellan de intressanta punkterna som definierar kon-
traktionen.
e Integrera lings konstanten T < T, for att sdkra konvergens.

e Gor griansdvergangen T — Tc.

6. Bestam slutligen en konstant genom berdkning av massflodet i stralen.

3.4.3 Lamb’s form av Euler’s ekvation

Utga fran Navier Stokes’ ekvationer. Antag, att stromningen endast sker i tva di-
mensioner, att det inte forekommer nagra sjuvkrafter, att masskrafterna &ar noll och
att 16sningen ar stationdr. Villkoret pa sjuvkrafterna ger Eulers ekvationer. Eulers
ekvationer géller &ven kompressibla fluider till skillnad fran Navier-stoks’ ekvationer
[1]. De resulterandesambanden kan skrivas som

ou du _ _109p
uax +vay - p O0x (3 66)
ox oy 5]

Skriv om ekvationens vansterled som en summa av en rotation och en forflyttning.
Betrakta den forsta funktionens vénsterled.

U +V— = E(Zu—x +2v—x) — (va —v—) = (3.67)

19p _  au? ) 2

Ea_z — T 20x +v(a_¥ - ﬁ) (3 68)
19 _ QU2 4 (2 _ Qu) '
pdy — 20y ox ~ dy

=0. (3.69)

3.4.4 Berakning av Bernoulli’s ekvation

Antag att p endast ar en funktion av densiteten, dvs p(p) och att flédet ar virvelfritt,
dvs
ov  ou

oy (3.70)
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Med dessa antaganden harleds Bernoulli’s integral

r dp _ U

5 5 (3.71)

Pt

fran ekvation (3.68). Anvéndes isentropsambandet kan trycket elimineras och integ-
rationen utféras. Da blir den ekvivalenta ekvationen

o _ (1 _ M) v (3.72)

Pt 2(1%

3.4.5 Chaplygin’s ekvation
Hastighetspotentialen, ¢ och stromfunktionen, 1\

Eftersom vi antagit att (3.70) géller kan hastigheten uttryckas som derivatan av en
hastighetspotential ¢.

0p 0p
U= — v=—

= = 3.73
ox oy ( )
Enligt Chaplygin [2] existerar en stromfunktion { s& att
P o P oy
—u=_— —V=—— 3.74
Pt ay Pt ox ( )
uppfylls.
Samband mellan ¢ och ¥
Fran dessa ekvationer far man att
udx +vdy = do (3.75)
och
—vdx + udy = pﬁdxp (3.76)
t
Multiplicera ekvation (3.76) med i och addera sedan ekvation (3.75).
(u— )d(x +iy) = dd)—l—i%dxl) (3.77)
Séatt
u—1iv=Ue ™ och z = x + iy (3.78)
Nu kan ekvation (3.77) skrivas som
. Pt et
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Eliminera z

¥ och U &r oberoende av varandra varfor

0z oz .. (0d o0 Pt 0P o et
audu+68dﬁ—(audu+68d19+1p(audu+aﬁd19) T (3.80)
Denna ekvation géller for varje dU och dd. Dessa ar oberoende av varandra varfor

identifiering av ekvationens koefficienter ger upphov till ekvationssystemet

_ (20 4010wy et
ot = (ot + Hou) g (3.81)
=@ rdthy [
P

Eliminera z genom att differentiera ekvationerna med avseende pa & respektive U.

% | .p 0% (e?? 0d . p oY, et
Guos Tt " Gu s Ut (3.82)

avou | Vpavou/ U sul - w) Tl

Tack vare att real- och imaginérdel ar oberoende ger jamforelse av respektive kom-
ponent upphov till

2 2 i
(ad) . Pt alb)eﬁ (ad) 1 .d(pt))eiﬁ

Lfau = % (p_ﬁ) aa_lé)
00 _ pL 0w . (3.83)
29 — p ou
Infér den nya variabeln T
Genom variabelsubstitutionen
(y — 1)M? 1 u?
T = . — _(v—=1)— 3.84
v vER L A, (3:84)
blir differentialekvationerna linjara. Detta ar Chaplygin’s ekvationer.
2 _ 2t Y
e
oo __1=(3) oy (3.85)
ot 2c(1-) 7T 9P

Elimiera ¢

Dessa tva forsta ordningens partiella differentialekvationer leder till en andra ord-

ningens partiell differentialekvation for \ efter elimination av ¢. For att forenkla

uttrycket skrivméssigt infors beteckningen p = —.

v—1
9 2t T—t(2+1) 0% (3.86)
ot\ (1—7)B 3t (1—T)B+127 392 ’
9% %y

Ekvationen ar elliptisk for underljudsfart, eftersom koefficienterna for 5= och 557
ar positiva.
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3.4.6 Exakt 1osning av Chaplygin’s ekvationer for M < 1
Fourierserieutveckling med avseende pa o
Betrakta

P = zn (T) sin (21D + wn) forneZ.,, (3.87)

dar w,, ar konstanter.

Berikning av koefficientfunktionerna z,, (t) till respektive term i serien.

Funktionen inséttes i ekvation (3.86) varvid sinusfaktorn kan bryta ut och darmed
beraknas z,, ur ekvationen

d?z,
drt?

(-0 212 )z =0 (3.89)

(1 =) =

Satt
Zn = Tnyn
an+bp=2n—0

anby = —pn(2n+1)
Cn=2n+1

(3.89)

Loser man ut de nya konstanterna och funktionerna ur ekvationen far man

d?y dy
(1 —1) dT2“+(cn—(an+b + 1)) dr:

Detta ar utseendet pa en hypergeometrisk differentialekvation. Enligt [8] sa existerar

en losning yn = Y 1o, BLn)Tk for T ndra noll, da ¢y, inte ar ett heltal < 0. Inséttning

av Yn i ekvationen ger rekursionformeln

anbnyn =0 (3.90)

(en +K)(1+ KB, = (an + k) (by + k)BL k> 0. (3.91)

Siitts BU™ =1 s4 fas

IR U(bn +1
= 'Hu (3.92)

o cnt+1

Slutligen dr summans konvergensradie 1.

3.4.7 Randvardesproblem
Tankbara l6sningar

Eftersom Chaplygin’s ekvation &r linjar kan en ny 16sning genereras som linjarkom-
binationer av 16sningar. Chaplygin studerade 16sningar pa

Y=A+CO+) Chly, (3.93)
j=1
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dar A, C och C; ar konstanter som ska bestdmmas med hjélp av randvillkor.

Eftersom gasen flodar parallellt langs fasta ytor, kommer strémfunktionen 1 att
vara konstant lings motsvarande yta i (T, d)-planet. Till exempel kommer en rat yta
att avbildas som en linje med ¥ konstant. Pa stralens rand &r trycket konstant och
genom att anvanda Bernoulli’s integral ser man att dven hastigheten ar konstant.
Detta gor slutligen att dven T blir konstant.

3.4.8 Jamforelse med inkompressibel 16sning

Jamfor korresponderande problem med samma randvillkor f6r kompressibel och
inkompressibel stromning. Randvirdena géller geometri, hastigheter pa o#ndligt

avstand samt hastigheten pa stralens rand. For att fa en betydelsefull variabel i

o 2 .. . . . .. . . o o
bada fallen betraktas =~ = %, dar indexering innebar variabelns varde pa stralens
c c

rand. Infér en variabel t, sa att

dr )2 = i. (3.94)

t =
(Ucdz U,

I ekvation (2.39), sétts n = 2. Da kan vi skriva den inkompressibla hastighetspo-
tentialen F;, som

c
q C q U q t
i ﬂncz—uz k+7Tn(uC)2_] k+27'[n(]—t)2

(3.95)

, ddr g dr en konstant. Den komplexa potentialen definieras sa att rumsderivatan
ar lika med konjugatet av den komplexa hastigheten.

dF . aF U . T
— = u —id —_— —id = _— —id 3.96
Z ¢ Ylaz o w.e . (3.96)

Med hjalp av (3.96) kan t uttryckas i T

LR T _2i9
= — . 3.97
Uodz) —z.© (3.97)

t=(

Detta betyder att det inkompressibla fallet beskrivs av foljande tva ekvationer

dF
= t .
Udz Vit (3.98)
samt
q t
T (3.99)

Innan vi ersétter t med (3.97) kan In utvecklas for sma t till

q t q q
F=ol] = L lnt— 2
Znn(1—t)2 2t T

In(1—1). (3.100)
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Berdkna F(t) genom att ersitta t med (3.97) i

4, . 9y
F=— Iy — 101
21 7t g n (3.101)
0 —2ind
q T q q T\ne
Fe 95y Y594 9 T 3.102
Zﬂn(’rc) T +ﬂ;(’rc) n ( )
Malet ar att berakna (1), vilket ar imaginardelen av F
[o¢] . .
T . T \n (cos(2nd) — isin(2nd))
aq)i(w) — —19+JZ (E) — (3.103)

Summan konvergerar absolut da T < 7., vilket medfor att det &r tillatet att ta
imaginardelen av varje term.

b0 — T ,nsin(2nd)
alpi =9 g (=) — (3.104)
Satt det kompressibla fallets 16sning till
- 2
-y ()" Yn(1) sin(2nd) (3.105)
i Tc YUn Tc) n

For att uttrycket ska vara en l6sning till problemet maste randvéardena stdmma,
uttrycket satisfiera differentialekvationerna i det inre samt summman konvergerar
absolut och likformigt for de onskade (1,49). Det &r inte svart att visa att randvill-
koren &r uppfyllda. Summans konvergens ar betydligt mer komplicerad [2].

3.4.9 Berakning av kontraktionskoefficienten

Tanken &r att berikna det vertikala avstandet mellan punkterna C och B i figur
(2.10), dvs yg — yc. Eftersom 9U = 0 géller att

dy
— —dd 3.106
v -ve=| (3.106)
Fran den undre ekvation (3.81) beréknas
oy .0z _[[/0d  .pt 0, cos(D)+isin(D)
35 =935 = J{ (a_a +1 —(ﬁ) —q (3.107)

a_y_a_d>sin19 a_ﬂ)ptcosﬁ
9 9% U oo puU

(3.108)
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Men eftersom en stromlinje foljes &r 0 = 0 och

oy 0¢sind
33 -0 U (3.109)
—3 0 sind ° 3dsind
_ — g = — — 11
Y —Yc Jo 39 U dd Jg 3% U dd (3.110)

Med hjéalp av Chaplygin’s andra ekvation kan %—g’ uttryckas i aa—i’. For att forvissa

sig om konvergens for summan, som ingar i \, evalueras integralen langs en linje
T < T dar slutligen T — 7.

. -2t (°
Ys —Uc = TILH'SC WJ s a— sin 9dd (3111)
For att forbereda uttrycket av aa_i) satts
Xn(T) =T+ — T Un(T) (3.112)
nyn(T)
) -2t
Ys —Yc = Tlnglc Ui —-p : (3.113)
0 0 /
1 1
J 4 Z ((l)n nlt) 1 + (l)n Yn (1) —) sin 2nd sin 9dd =
-z T oy ) Ynlte)T T’ Ynlte)m
g 2 - (T e Yn (1)
— lim J' Z ——— X (T) sin 2nd sin 3dd
Ttote U ] —T) = Tc YUnlTe)
Efter att ha kastat om summa och integral ar integranden
1
sin2ndsind = 3 (cos(2n — 1) — cos(2n + 1)9)
Integralen berdknas dérefter till
0 —1
-n" 4
J; sin 2n9 sin 99 — | ; (4n2“_ -) (3.114)

Satts vardet in i den ursprungliga formeln aterstar nu endast gransévergangen.

In

_ q S T nyn ) _1yn—1 _
us ycfmgxgcw_wg ) mgeOE (GE) =
(3.115)
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q - dn(—1)!
7l (T — )R nZ:]Xn(TC)( 4n2 —1 )

Slutligen eliminerars q genom att utnyttja massans bevarande. Fér detta behovs
forst ett uttryck for densiteten i stralen.

B
Pe (y—1M2, __1_ ( 1 >
= =0+ ¢ R L — = 3.116
o~ | 7 ) 14 ME (3:16)
(y—1MZ s
1——L ¢ )\’ =(1—-r1.)P
0= y—we) —0- 7
Massans bevarande leder till
ped = Uepe(1 —1e)P2yc & g = Uc (1 — 1) P2yc (3.117)
Nu kan jag det berdknade virdet av ¢ sédttas in i ekvation (3.115)
2yc d 4Tl(—])n_1
Ys —UYc :T;X“(TC)(W) (3.118)
Loses kvoten :j—‘; ut sa ar kontraktionskoefficienten slutligen beréknad.
a=2C = — (3.119)
Us 83 Y xn(te) (Camer)
Chaplygin uppskattar ocksa sin exakta formel med
T T
x = (3.120)

M4 255 4 2(E)? M2 Sy - IME 4 (y —1)2M1

3.4.10 Jamforelse mellan den beraknade kontraktionskoeffi-
cienten och korrektionskoeflicienten

Korrektionskoefficienten, C, som funktion av o och M, kommer fran [9]. Helst skul-
le jag vilja hérleda motsvarande exakta uttryck for utstromning mellan tva plan
med godtycklig vinkel, vilket ar fullt mojligt att genomfora. Uttrycket ar emellertid
alltfor komplicerat for berakning av varden, utan att géra smarta approximationer.
Tyvarr har jag inte lyckats hitta en tillrdckligt bra berakningsmetod inom exjobbets
tidsram. For fortsatta studier hdnvisar jag till [2] och [3]. Falkovich har dessutom
under samma forutsattningar som tidigare givit ett uttryck for kontraktionskoeffici-
enten vid utstréomning fran ett ror med dndlig bredd och godtycklig vinkel. Falkovich
berdkningar dr ddremot betydligt mer komplicerat att genomféra redan vid special-
fallet med rét vinkel. I [9] star metodiken kortfattad sammanstélld. Det &r tankbart
att dessa resultat kan anvandas vid berakning av kontraktionen vid stora 6ppnings-
vinklar, da areakvoten mellan minsta begransningsarea och rorets tvérsnittsarea ar
nara 1.

Pa grund av tidsbrist véljer jag att endast undersdka sambandet mellan speci-
alfallet med rat vinkel och korrektionskoefficienten.
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1.2 B

=

=

5
T

korrektionskoefficienten, C
=
HIN
T

|
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
machtalet, M

Figur 3.16 De kryssade punkterna ar berdknade med den exakta formeln. Den
streckade linjen, som néstan helt déljs av den 6versta heldragna motsvarar Chaply-
gin’s approximation. De heldragna kurvorna motsvarar korrektionskoefficienten for
«;=0.6, 0.8, 0.9, och 1 uppifran och ner.

3.5 Grundekvationerna for en delyta i

Dela upp den totala ytan i n st delar. Indexera variablerna med avseende pa delytan
med index i. Infoér beteckningarna

—1)M?%, ~_
F](M):(]‘F%)Vy]
och
M
Fa(M) = N
(] + (Y-L)M )Z(y—l]

Grundekvationerna kan da skrivas for area i som

Pe _1 —Ki(1 —E> (3.121)
Pt
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Pt E vy (3.122)
Pi
mPiv/RTy
———— =F>(M; 12
Ao Cipt 2(Ms) (3.123)
Ao Cs\ 2
_ A A et
K1<1 A > (3.124)

3.6 Hastigheten i kontraktionen

Hastigheten i kontraktionen beriknas genom att substituera ekvation 3.124 och
ekvation 3.122 i ekvation 3.121.

2
Pt, Aioi Gy I
P g (A% (v ). 12
Pt, < PiA ) ( ! ( )> (3 5)

Sedan anvands ekvation 3.123.

Pe o (. mWRTCN )
o =1 (1 pth(Mi)) (1 Fr'(My) ). (3.126)

Det intressanta att notera for fortsattningen ar, att den enda storheten som beror pa
delytan ar machtalet. Detta medfor att machtalet blir detsamma i samtliga omraden.
Dessutom blir det statiska trycket oberoende av index i enligt ekvation (3.122). Men
da betyder det enligt ekvation (3.121), att forlustkoefficienten K dr oberoende av 1.
Da kan det séttas in i ekvation (3.124), vilket innebér att areakvoten ar oberoende
av i.

3.7 Andel flode genom delyta i

Enligt forra stycket ar areakvoten konstant med avseende pa i. Detta gor att, andel
flode genom delyta 1, P; kan skrivas pa foljande satt

Pi = kAo Cy, (3.127)

dar k ar oberoende av i. k betdms med hjélp av villkoret att

Y Pi=1. (3.128)

Detta ger att k ar

1

k= =",
Zi AiociCi

(3.129)
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och saledes berdknas andelen som

Ai Xi Ci

L= > Ay Ci’

(3.130)

3.8 Ekvationerna for ett diskritiserat problem

Utga fran grundekvationerna f6r en delyta i. Ta bort indexeringen for de variabler
som inte beror av vilken delyta som betraktas. Anvand sedan uttrycket for andelen
flode Py, for att eliminera det specifika beroendet av en viss delyta. Det enda bero-
endet av egenskaper som géller pa en viss delyta forsvinner helt, i och med att man
summerar Oover alla bidrag. Detta innebar att eventuella avvikelser i vissa intervall
inte slar igenom sa mycket pa resultatet. For att gora detta kapitel komplett defi-
nierars vad samtliga ingaende variabler star for

Pe Totaltrycket efter trotteln.

Pt Totaltrycket fére trotteln.

P Statiska trycket i kontraktionen.

K Forlustkoefficienten.

M Machtalet for medelhastigheten i kontraktionen.
™m Massflodet forbi trotteln.

R Gaskonstanten.

Te Totaltemperaturen fore trotteln.

Ai Area av en delyta.

o4 Den inkompressibla kontraktionskoefficienten for en delyta.
Ci Den kompressibla korrektionsfaktorn for en delyta.
A(B) Den av trotteln begridnsade area.

> i AixiCi Arean av de kontraherade ytorna, dvs den minsta yta flédet maste passera.

(3.131)

3.9 Berakning av massflodet som funktion av tryck-
differensen

Problemet bestar i att berdkna massflodet forbi trotteln. Givet &r totaltrycket fore
trotteln och efter trotteln, totaltemperaturen fére trotteln och . Med hjialp av
vardena pa variablerna berdknas A(), Ai och ;. Det som aterstar att bestdmma
ar K, C;, M och %. Berakna tryckkvoten r%'
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3.9.1 Berakna tryckkvoten i kontraktionen, p—pt

Borjar med att uttrycka korrektionskoefficienten ,Ci, som ett sjattegradspolynom i

tryckkvoten, ;%. Koefficienterna beror av o och av 1i.
o P\k P P
Ci = ak(e)(— — e |—,1 3.132
' ];) ' (‘Pt) Pt [Pt ] ( )

Genom att anvénda forlustkoefficientens uttryck enligt ekvation 4 i (3.131) i den

forsta ekvationen i (3.131) erhalls ett trettondegradspolynom i % .

Pr-x+1-Pe—p (3.133)
Pt Pt
A Ci 2
K = (1 - %) - (3.134)

Har kan K uttryckas som en funktion av r%'

Ao (8 O(2))\ 2
(1 - ZIA“’“(Zk; a(e) (57) )) _ (3.135)
<1 B Zi:o (ZiAiWiak((Xi))(%)k)z
A
Satt
bo =1- % ;Aioqao(oq) (3136)
bk:%ZAiociak(oq) k:1,2,...,6 (3.137)

Da kan K skrivas som

K= (ibk(ﬂ)k)z — (3.138)

min(k,6)

é ( Z bibk—i) (E)k

i=max(0,k—6) bt
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For att undvika komlicerade uttryck sétts koefficienterna till ¢x. Ekvation (3.133)
kan nu skrivas som

12
P13 Pk Pe
L + E - —) —co+1——=0 3.139
Cu(Pt) k:1(Ck 1 Ck)(Pt) “ Pt ( )

Ekvationens definitionsméngd ar % € [12_:) 1] Fysikaliskt kan tryckkvoten anta

varden mellan 0 och 1. Existerar det en 16sning inom definitionsméngden till ekva-
tionen kommer denna att vara en rot till ekvationen. Saknas 16sning till ekvationen
inom definitionsomradet foljer att roten ligger i intervallet }O, E—t [, dvs trotteln &ar
strypt.

3.9.2 Berakning av massflodet

Massflodet beraknas som

o PtZiAiCXiCiw(P)

- (3.140)
RTt Pt

dar P-funktionen ar

1 (e=1) K
w2y @) e

Pt

1 e .
K7( 2K )“‘ [ for ovrigt

Observera att 1 inte star for stromfunktionen som tidigare.
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Kapitel 4
Utvardering av 3D-modellen

4.1 Modellens definitionsomrade

Det tredimensionella problemet utvarderas genom att betrakta funktionen m(p, Ty, pt, Pe)-
For att strukturera och analysera funktionen kan den skrivas som

\/%)Aclb. (4.1)

Nu kan de tre faktorerna studeras separat. Till att borja med utgor kvoten ingen
begrénsning for definitionsméngden.

m(B)Tt)pt)pE) = (

4.1.1 A:s begransning

Forutsattningen pa den berdknade arean &ar att trottelkanten definierar den kon-
traktion som ar minst. Den minsta arean dr dock den vid axeln, for vinklar storre
an ca 70°.

4.1.2 o:s begransning

For att bestamma o var det vésentligt att bestdmma y och omgivande geometri.
Om arean och omgivande geometri ar felaktig kommer dven « att bli fel. Antagan-
den rorande y var for det forsta att flodesriktingen 6ver trottelkanten kommer att
ligga, i planet som definieras av normalen till trottrelkanten i trottelplanet och nor-
malen till den begridnsande arean. Detta antagande ar svart att beddma under vilka
forhallanden det ar giltigt. Forhoppningsvis kan jamforelser med motordata indike-
ra detta. Det andra antagandet som gjordes var att flddesriktningen i kontraktionen
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/N,
aN

P

Pt

Pe
Pt
Pt Pe

Figur 4.1 Beroendet mellan ingaende variabler.

Ty

overensstammer tillrackligt bra med normalens riktning till den begriansande arean.
Aven detta antagande dr ocksa svart att fi en uppfattning om giltigheten av nér
det géller. Teorin bor stamma val i de fall vagen ar fri efter 6ppningen vid trotteln.
Detta galler upp till ca 60 grader.

4.1.3 C:s begransning

C ar berdaknad teoretiskt men det finns ocksa litteratur som redovisar experiment
med Overrensstammelse. Detta géller dock bara fér underljudsfart. En undersékning
om vad som hénder i overljudsfart aterstar. I lavaldysan ar det sant att nar has-
tigheten uppgar till ljudets beror flodet endast av férhallandena fore dysan, detta
beroende pa att ingen information om férhallanden efter dysan kan komma forbi
ljudbarridren. I trottelfallet &r det emmellertid inte lika latt avfiardat. Anledningen
ar att stralens begransning i det hér fallet inte ar en fast vigg utan fluiden sjalv.
Detta medfor att det kan finnas mojligheter for till exempel trycket efter trotteln
att samspela med trycket fore, trots att flodet i stralen ar strypt. Effekter av detta
skulle eventuellt kunna visa sig vid sma tryckkvoter.

4.1.4 A.:s begransning

A blir felaktig redan for mindre vinklar &n A. Detta beror pa att kontraktionen av
axeln blir mindre dn tvarsnittsarean vid axeln. Denna kontraktion kommer dessutom
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att inverka pa flodesriktningarna pa trottelkantens ovansida.

4.2 Jamforelse mellan olika tvarsnittsareor

Den projecerade arean betraktar trotteln som en odndligt tunn skiva sittande pa en
axel. Definiera planet som skar réret under rat vinkel. Arean beriknas som rorets
tvarsnittsarea minus projektionen av axel och skiva i det ndmnda planet. Arean
berdknas explicit som [4]

nD? Cos @ 2
Al = 1-— —
H 4 ( coscps)+7t<

_ Cos @ . ,dcos Qg _E /{1 Ez . E
coscpsarcsm(iDcoscp) D 1 (D) —I—arcsm(D))].

Den projecerade arean ar korrekt om flodet endast strommar i rorets langdriktning
vid trotteln. Simuleringarna visar att antagandet inte ar bra.

I de noggrannare areaberdkningarna &r inte trotteln den minsta arean flodet
maste passera utan kontraktionen efter trotteln. Resultatet av de olika areaberak-
ningarna kan ses i figurerna (4.2) och (4.3). Den tredimensionella ytan &dr givet-
vis storre &n den projecerade arean. Avvikelsen mellan de tva areorna minskar da
trottelns tjocklek beaktas. Laggs dartill effekten med kontraktion blir arean &nnu
mindre. Arean av kontraktionen beror dessutom pa hastigheten, varfor graferna for
hastighetens 6vre och undre grans ritas. Areaberdkningen har inget egenvarde ef-
tersom det inte finns nagon tillampning dér arean &r det viktiga. Det intressanta &ar
hur arean anvénds i berdknigar av exempelvis massflode. Darfor &r det intressant
att jamfora berdknade massfloden med uppmaétta massfloden. Det dr ocksa intessant
att studera den minsta area som bildas av kontraktionen. Kontraktionen beror av
flodeshastgheten varfor det gar att definiera en undre och 6vre grins av denna area
som funktion av 3.

\/cosch— (%)ZCOSZ Qs (4.2)

D cos @

4.3 Matningar pa motorn

Modellen valideras genom jamforelse mellan berdknat och uppmatt massflode. Be-
rakningarna bygger emmellertid pa en méngd konstanter och variabler som maste
vara tillforlitliga for att det ska ga och dra nagon slutsats om modellen.

4.3.1 Problemets geometriska konstanter

Lattast att bestdmma exakt var konstanterna t och d. Rordiametern var lite mer
komplicerad pa grund av att den variera kring trotteln, men den storsta osakerheten
ligger i bestamningen av (3. En potentiometer kopplad till trottelaxel genererar en
spanning som antas vara linjar mot utslaget. For att kontrollera detta uppméttes
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Area [m2]

B [grader]

Figur 4.2 Visar den minsta area luftflédet maste passera. Uppriaknat ovanifran i
det hégra ovre hérnet, markerar de olika kurvorna: arean som begransas av trottel
och rér dar trottelns tjocklek ar 0, samma area fast tjockleken pa trotteln beaktas,
den projecerade arean, den storsta kontaherade tvarsnittsarean och slutligen den
minsta kontaherade tvéirsnittsarean. I praktiken maste alltsa flodet passera en area
som ligger mellan de tva understa kurvorna.

utslag och spanning for ett antal sma vinklar, samt helt sluten och fullt 6ppen trot-
tel. Anledningen till att endast sma utslag studerades férutom dndpunkterna beror
pa att det arbetsomradet kénsligare for fel. Forutom att veta hur potentiometern
méter vinkelutslag maste ocksa @g, bestdmmas. Denna vinkel ar betydelsefull for
berdkningen av arean, och svar att bestdmma. For att fa ett tillforlitligt varde upp-
méttes vinkeln pa flera olika sétt. Har foljer en tabell med de varden som anvénts.

D = 55 mm
d = 98 mm
©s = 4.5°

B = 820

t = 1.6 mm
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Figur 4.3 Den horisontella linjen motsvarar arean av den projecerade ytan. Den
prickade linjen motsvarar arean av en trottel med t = 0. Den heldragna ar arean av
den studerade trotteln. Den strackade linjen motsvarar den arean vid kontrarktionen
da ljudhastigheten dr uppnadd. Slutligen visar den streck-prickade linjen, arean i
kontraktionen da flodeshastigheten kan betraktas som inkompressibel.

Figur 4.4 De kryssade punkterna markerar uppmatt sambandet mellan en affin
avblidning av den madatta spanningen och den genom fysiska matningar uppmatta
vinkeln (3. Det gar inte att forkasta att potentiometern &r linjar.
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4.3.2 Problemets variabler

Forutom geometrin behovs totaltryck fore och efter trotteln samt massflode och
temperaturen innan trotteln. Métningen av temperatur har inte ifragasatts. Mass-
flode ar svart att méta, men dessa virden har inte undersokts huruvida de stam-
mer. Det finns misstankar om att massflodesgivaren eventuellt har fel férstarkning.
Tryckmatningarna behover emellertid kontrollers. Givaren som maéter trycket ef-
ter trotteln sitter ndra trotteln och méter stagnationstrycket. Stagnationstrycket
ar detsamma som totaltrycket, varfor det inte kan anses nodvandigt att korrigera
detta tryck. Trycksensor fore trotteln sitter lagt ifran trottel vilket tyder pa att
métningen maste korrigeras.

4.3.3 Korrektion av totaltrycket fore trotteln

I labbet sitter tryckmataren i inloppet ca 1m innan trotteln. Mataren ar monterad i
rorvaggen, vilket medfor att den méter det statiska trycket. Roret fram till trotteln
har olika elliptska tvarsnitt och avbdjs 270°.

Korrektion av uppmaéitt statiskt tryck

Flodeshastigheterna i réret ar forhallandevis laga varfor approximationerna for in-

kompressibelt flode kan anvandas. Forst berdaknas totaltrycket vid méataren som
2

m

ivare = Pgivare + =——5—— 4.3

pt,glvare pgware szZ ( )

givare

Tryckforluster

Tryckforlusterna i réret kan delas upp i tva delar. For det forsta sjunker trycket pga
friktion i roret. Friktionsforlusten beriknas som

L1
=A== . 4.4
Ap = A5 5pu (4.4)
Det &r troligt att rorets insida ar tekniskt slat. Da kan A berdknas som
64
A= Re da Re < 2300 (4.5)

032

d& 2300 < Re < 10°
vRe

eller
A = 0.0032 + 0.22Re %237 da 10° < Re < 108

Den andra typen av forluster ar engangsforlusterna. Exempel pa sadana &r rorkrokar
och expansionsforluster. De kan berdknas genom

1
Ap = szuz. (4.6)
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Den avancerade utformningen av olika tvarsnitt tyder pa att den ar fluiddynamiskt
genomtankt. Matningar visar, att det inte ror sig om stora skillnader i tvarsnittsarea
pa olika delar av roret, varfor expansionsforluster kan uteslutas. Da aterstar tva 90°-
krokar och tva 45°-krokar. Den minimala forlusten och darmed ocksa den minimala
forlustkoefficienten vid en 90°-krok &r ca 0.1 enligt [7]. For att tdcka in intervallet
dér det sanna vérdet pa K ligger studeras bade K = 0.2 och K = 0.6. Berdkningen
kan for K = 0.2, sammanfattas av uttrycket

Pt = Pgivare + (1 — 20\ — O.2)pu2. (47)

4.4 Fasplanet (B, <)

For att illustrera kvalitativt hur l6sningarna beror av systemets tillstand betraktas
™ som en funktion av \/’%, E—i och . Fordelarna med detta val ar for det forsta att
t

antalet variabler &r minimalt. For det andra &r den forsta variabeln proportionell
mot 1, samt oberoende av geometrier. Variabeln &r ocksa relativt konstant och
utgdr i sig ingen begrénsning av definitionsomradet av m. Detta medfor att fasplanet
kvalitativt kommer att beskrivas vil av de tva andra variablerna for ett fixt \/%.
Medelvardet for méatserien pa motorn ligger pa 448. Maxvéardet respektive minvédet

ar 640 och 350. Fasdiagrammet berdknas for \/]OR*T = 500.

4.4.1 Intressanta handelser
Flodeshastigheten nar ljudhastigheten

Det gar att berdkna kurvan da flodet uppnar ljudets hastighet genom att uppskatta
Ac(B) och satta 1:% =0.5283 i

Pr-—k+1-Pe o (4.8)
Pt Pt

Resultatet visas i figur (4.5). Enligt figuren kommer ljudhastigheten uppnas vid
storre tryckkvot an den kritiska. For att visa hur detta ar mojligt skissas hur de
olika trycken varierar langs roret i figur (4.6). Det intressanta i figuren ar att jamfora
andelen av dynamiskt tryck. I den vanligaste massflodesberdkningen [4], antar man
att det statiska trycket vid trotteln ar lika med totaltrycket efter trotteln. Detta &r
sant da flodet strommar ut i en odndligt bred behallare, vilket dr en dalig beskrivning
av ett ror, speciellt da strypningen inte &r stor.

Turbulens i roret

Turbulens i roret upptriader da medelhastigheten i, > 0.6356. Detta kan approx-
imeras genom att anvénda ekvationen m = \/%lec och lata A, vara lika med
arean for inkompressibelt flode. Da kan tryckkvoten 16sas ut.
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Figur 4.5 Cirklarna markerar de justerade arbetspunkter dar den stérsta hastighe-
ten ar mindre an ljudhastigheten. Kryssen markerar de punkter dar ljudhastigheten
ar uppnadd. Justeringen bestar i att temperaturen bestamts da —% = 500. Grafen
visar en approximation av den teoretiska 6vre gransen for strypning.

Turbulens forbi trotteln

Turbulens vid den stérsta 6ppningen uppstar da u = 1}350“. Notera i figur (4.7)
att laminara floden inte existerar i verklig korning. Det ir ocksa intressant att
observera att flodeshastigheten uppnar ljudhastigheten redan vid storre tryckkvoter
an den kritiska. Vid néstan stdngd trottel gar tryckkvoten mot den kritiska. Detta
ar en konsekvens av att areackningen gar mot odndligheten, vilket medfor att all

rorelseméngd gar forlorad.

4.5 Jamforelse mellan beraknat och matt massflo-
de

Modellen blir stegvis sdmre for vixande vinklar 3. Foér att mer ingaende studera
nér modellen borjar urarta har punkterna som representerar matningar utforda i
intervallet under 40° avbildats i figur (4.10).

For att fa en uppskattning av spridningen av de punkter som stammer bra har en
minsta kvadratanpassad linje till punkterna under 30° subtraherats fran punkter-
na. Lutningen #r 1.1835 och skiirningen med y-axeln —5.37 - 10~# respektive 1.1773
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totaltrycket

statiska trycket

kontraktionen L

Figur 4.6 Biden visar en skiss 6ver hur de olika trycken varierar langs réret vid
trotteln. Det ar intressant att notera att det statiska trycket vid kontraktionen, ar
ldgre an totaltrycket efter trotteln. Den vanligaste massflodesberdkningen anvénder
z—i for att berdkna hastigheten vid trotteln, vilket enligt figuren ger en for lag
hastighet.

och —4.4 1074, 1 figur (4.10) verkar det uppenbart att modellens giltighet avtar
redan vid 3 = 30°. For vinklar mindre &n 30° ar standardavvikelsen av massflo-
det #r 2.7 - 103kg/s resp 7.6 - 10~%kg/s. Det #r ockséa intressant att relatera de
avvikande punkterna till den métta tryckkvoten. Eftersom trycket fére trotteln ju-
steras, kan justeringen i sig vara kritisk vid stora tryckkvoter. Jamfor man kvoten
mellan korrektionen och uppmaétt tryckdifferens ligger de punkterna med god 6ver-
ensstammelse, det vill saga vinklarna mindre &n 30°, under 0.025. Sedan foljer 6vre
begransningen for tidigare ndmnda grupper 0.1, 0.3 och 5(68). Parentesen avser ett
avvikande vérde, dér tryckdifferensen endast &r 19Pa. I figur (4.12) &r kurvorna
for konstant massflode inritade. Det framgar tydligt att arbetsomradet i 6vre hogra
hornet ar mycket kansligt for fel i tryckkvoten. Ett fel i korrektionen ger alltsa stora
fel i flodet i de grupper, déar avvikelser har noterats.
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Figur 4.7 Fasplan.

4.6 Forklaringar till avvikelser

Att avvikelsen intrader vid mindre vinklar, &n vad jag trodde, kan kanske forklaras
pa tva satt. For det forsta kan det tdnkas att trottelaxeln paverkar flodet redan for
mindre vinklar. Modellen 6verskattar flodet fran ca 30°, vilket skulle kunna tyda
pa att en del av Oppningen ovan axeln skyms av axeln. Den effektiva arean blir
darmed mindre. Den andra tdnkbara orsaken skulle kunna vara att flodesriktningen
i O6ppningen borjar avvika fran normalens riktning. Detta skulle ocksa fa till f6ljd
att flodet Gverskattas.

4.7 Algoritmbeskrivning

Giltigheten av vissa antaganden rader det fortfarande tvivel om, men jamforelserna
med experimentella resultat tyder pa att det finns vardefulla ide’er i arbetet. For-
hoppningsvis saknas storre felaktigheter i resonemanget som uppvéager varandra i
resultatet. Har foljer en kortfattad beskrivning 6ver vilka huvudfragor som behand-
lats for att berdkna massflodet.

1. Identifiera vilken geometrisk begransning som kommer att ge upphov till den
minsta arean i samband med kontraktion.
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Figur 4.8 Punkterna markerar matningar for 3 < 30°. Cirklarna markerar mét-
ningar for 30° < 3 < 40°, kryssen for 40° < 3 < 50° och slutligen representerar
plustecknen métningar i intervallet 50° < 3
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Figur 4.9 Punkternas olika betydelser dr samma som i féregaende figur. I denna
berédkning ar férlustkoefficienten for engangsforluster 0.6.
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Figur 4.10 Punkterna markerar méatningar for 3 < 30°. Cirklarna markerar mat-
ningar fér 30° < 3 < 40°.

. Avgdr om det verkar rimligt att anta att flodet strommar vinkelrétt mot den

minsta arean.

Gér en lamplig indelning av 6ppningen/6ppningarna med tanke pa skillnader
i flodets riktning in mot begriansningen.

Kontrollera att det finns utrymme efter minsta begransning for en relativt
ostord kontraktion.

Berikna avlankningsvinkel for varje del.

Antag att tryckforlusten for flodet genom de olika delareorna ar lika. Detta
betyder att medelhastigheten ar konstant for de olika delareorna vid férsum-
mande av friktion.

Beriakna kontraktionen och darigenom ocksa den minsta area flodet ska pas-
sera.

Anvéand arean i foregaende punkt och arean flodet ska expandera i. Forhal-
landet mellan areorna anvéands for att berdkna massflodet
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Figur 4.11 Punkterna markerar matningar for 3 < 30°. Cirklarna markerar mét-
ningar for 30° < 3 < 40°, kryssen for 40° < 3 < 50° och slutligen representerar
plustecknen métningar i intervallet 50° < (3. I figuren framgar det tydligt att en
stor tryckkvot kan vara en bidragande orsak till stora fel.

4.8 Obesvarde fragor som uppkommit under arbe-
tets gang.

1. For att kunna berdkna massflodet for storre vinklar maste modellen utvid-
gas med hur kontraktionen beror pa munstyckets utforming, i detta fall hur
kontraktionen sker over ett rundat foremal.

2. Det skulle ocksa tillféra modellen extra precision, om det gick att berdkna
langden fran munstycke till kontraktion.

3. For att ytterligare fa indikationer om modellens giltighet och nya ide’er ar det
intressant att studera tredimensionella simuleringar. Det vore ocksa intressant
med observationer som styrker eller forkastar antagandet om vinkelrat strom-
ningsriktning vid begrinsningen. Detta kommer ocksa att ge ide’er om hur
véaxlingen mellan den av axeln genererade kontraktionen och den av trottel-
plattan genererade kontraktionen sker for vixande trottelvinkel.

4. Det aterstar dessutom ett formellt bevis for att forlustkoefficienten vid expan-
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Figur 4.12 Visar linjer dar massflédet &dr konstant. Fran vanster borjar det med
0.01kg/s och dkar med 0.01kg/s. De heldragna linjerna motsvarar massfloden pa
0.05kg/s, 0.10kg/s och 0.15kg/s. Kurvorna borde vara lodréita under linjen som
markerar att ljudhastighetten dr uppnadd. Avvikelse beror pa diskritisering av I6s-
ningen. For stora vinklar (3,dar de stérsta korrektionerna av trycket for trotteln var
nodvéandiga, ar massflédet starkt beroende av en korrekt tryckkvot.

sion kan berdknas pa samma sitt i det kompressibla fallet som i det inkom-
pressibla fallet.

5. For hastigheter nara ljudhastigheten ar det intressant att studera hastighets-
profilen. Maxhastigheten ar givetvis storre 4n medelhastigheten, men vad héan-
der da maxhastigheten nérmar sig ljudhastigheten?

6. For overljudsfart stimmer modellen bra, men det ar &nda inte ointressant att
studera vad som hénder med flédet vid sadana farter.

e Det dr inte orimligt att trycket efter trotteln kan paverka flédet dven da
det uppnatt ljudhastigheten. Det maste rora sig om sma effekter men
atminstone fluiddynamiskt intressant. Detta skulle ocksa betyda att det
blir moéjligt att berdkna trycket efter trotteln som funktion av tillstandet
fore och massflodet, &ven da det i nulaget betraktas som strypt.

e Ar det méjligt att under rimliga antaganden berikna kontraktionskoef-
ficienten for overljudshastighet?
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10.

e Beskriv chockvagors utseende och fysikaliska egenskaper.

Pa den matematiska sidan ar det givetvis intressant att berndkna mer all-
maéngiltiga funktioner for ldngd och kontraktion av stralar.

Hur stor ar svidngningen av massflodet forbi trotteln? Kan dessa variatio-
ner paverka massflodets tidsmedelvarde? Eventuellt skulle effekterna av detta
kunna vara storre da flodet i medel &r néra ljudhastigheten, medan momen-
tanflodet stryps under de perioder flodet &ar storre.

Har trotteln speciella arbetspunkter, dar flodet ar sarskilt kansligt for stor-
ningar?

Finns det andra typer av variabla stypningar, som bade &ar tekninskt anvand-
bara och enklare att modellera, dvs ar det mojligt att med den nya kunskapen
designa en strypning, som undanrdjer en del av svarigheterna?
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Kapitel 5
Slutsatser

Metoden i rapporten kan med ganska god noggrannhet berdkna massflodet forbi
trotteln, utan att anvinda nagra korrektionsfaktorer, som maste bestammas for ett
stort antal arbetspunkter. Arbetet har visat att en viktig parameter i berdkningen
ar den minsta tvarsnittsarea som flodet passerar, och egenskaper hos detta tvar-
snitt. Ofta i litteraturen anvander man projektion vinkelratt roret, vilket leder till
behov av korrektion [4]. Har har en noggrannare analys av minsta tvérsnittsarea
for stromningen gjorts enligt foljande principer.

Betrakta i roret med trotteln alla méngder av ytor, som uppfyller villkoret,
att allt flode flyter genom atminstone en av ytorna i en mangd. Av alla méangder
av ytor, som uppfyller villkoret, har méangden av ytor som skar de kontraherade
stralarna efter trotteln i rat vinkel en av de minsta areorna. Flodet definierar ytans
form, men flédet ar inte kdnt. Detta gor det interssant att studera liknande ytor.
En beskrivning av den yta som har utnyttjats i rapporten med mycket gemensamnt
med den intressanta ytan foljer.

Betrakta i roret med trotteln alla ytor, som uppfyller villkoren, att ytans rand
sammanfaller med roret och att allt fléde, som flyter genom roret ocksa flyter genom
ytan. Fran varje yta tas snittet med trottelskivan bort. Av det som aterstar av varje
yta, ar arean av den yta som konstrueras pa foljande séitt den minsta. Betrakta den
ena delen av trottelskivan som blir kvar efter att snittet av alla punkter, som bade
tillhor trottelskivan och axeln borttagits. Delar av ytans rand sammanfaller med
den bojda kanten av trotteldelen, som har minst radiellt avstand till réret. Ytan
foljer punkterna fran bagen i radiell led ut till réret. Symmetri kring trottelaxeln
skapar den andra halvan av ytan.

Huvudsakligen leder berakningen till tre slutsatser:
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1. Flodet vid trotteln kan inte approximeras som inkompressibelt flode.

2. Behovet av korrektionsfaktor minskar genom att man vid areaberdkning i
stallet for standardsynséattet med projecerad area anvéinder en stromningsmo-
tiverad tvarsnittsarea.

3. Tryckkvoten som anvands for berakning av massflode ska vara det statiska
trycket i kontraktionen dividerat med det totala trycket i kontraktionen. Det
totala trycket i kontraktionen kan approximeras av totaltrycket strax fore
trotteln. Det statiska trycket berdknas med hjilp av tryckkvoten 6ver trotteln
samt formeln for forlustkoefficienten.

Den sistnamnda skillnaden far effekten att trotteln ar strypt for storre tryckkvoter
an den kritiska.

Avslutningsvis visar en bra 6verensstdmmelse mellan modell och métningar att
modellen fangar vésentliga beroenden mellan fenomen, som uppstar vid trotteln.



[1]

[11]
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Bilaga A
Appendix

Resultatet av ett antal simuleringar som rapporten bygger pa redovisas. Figurerna
visar information pa fyra sitt. De heldragna linjerna stromlinjer. Pilarna &r has-
tighetsvektorer. Slutligen visas en egenskap hos flodet grafiskt genom en graskala.
Gratonens betydelse varierar fran bild till bild. Figurtexterna forklarar vad inne-
borden av gratonen. Siffrorna med tillh6rande x anger var och hur stor det storsta
respsktive det minsta virdet av den storhet som visas som graton i bakgrunden.

Det &r intressanta att studera hur kontraktionen uppstar i simuleringarna for
olika vinklar. En av de fenomen som ska betraktas ar vinkeln flodet har innan de
b6js genom den Ovre eller undre springan. Denna riktning kommer att bestamma
kontraktionen.

Exempel pa andra intressanta observationer ar att studera axelns inverkan pa
den Ovre 6ppningens kontraktion vid stora vinklar.

Bilderna visar ocksa att det inte ar sjalvklart hur man ska definiera kontraktioen
efterson stralen inte har nagon “kant”.

Slutligen ar graskalan av totaltrycket intressant. Figurerna visar tydligt hur for-
lusten till stor del sker under areackningen.
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G urface: velodty feld (U] Ammow: [z welacity july welodty [v]] Flow: [ velogty (u)y veloosy ]
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Figur A.1 Visar trotteln da 6ppningsvinkeln ar 3 = 20° och maxhastigheten i
inloppet ar {t = 1m/s. Ytan graskala visar hastigheten U av fluiden.
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Figur A.2 (3 =24° och {i;;, = 1m/s. Graskalan representerar totaltrycket, py.
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Figur A.3 3 =35° och {iin, = 1m/s. Graskalan representerar det statiska trycket,
p.
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Figur A.4  =40° och {tiy, = 1m/s. Graskalan representerar hastigheten, U.
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Surface: parho U "32 Amow: [ valocrty (u)y vekociy ¢v)] Flow: [x welooty (u)y welocty (4]
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Figur A.5 (3 =45° och {i;;, = 1m/s. Graskalan representerar totaltrycket, py.
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Figur A.6 (3 =50° och {i;;, = 1m/s. Graskalan representerar totaltrycket, py.



93
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Figur A.7  =60° och {ti, = 1m/s. Graskalan representerar totaltrycket, py.
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Figur A.8 f = 60° och {i;;, = 50m/s. Graskalan representerar hastigheten, U.
Jamfor likheten mellan den hér figuren med simuleringen i figur (A.7).
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Figur A.9 Bilden visar en narbild av flédet vid den 6vre éppningen. 3 = 60° och
{lin = 1m/s. Graskalan representerar totaltrycket, py.
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Siirtacs prerte U 2T Arrow [0 veladity ey velaaty (v]] Flow: |3 vslosty fuy welosty a5
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Figur A.10 Bilden visar en nérbild av flédet vid den undre éppningen. 3 = 60° och
{tin = 1m/s. Graskalan representerar totaltrycket, py. Vid framsidan pa trotteln
ser man att flédet inte féljer framsidan av trotteln ut till kanten. Detta gor att
vinkelférandringen flodet genomgar fran framkanten bli felberdknad.
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Burince: valooty fieid (L)
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askalan representerar hastigheten, U.

70° och iy, = 1m/s. Gr.

Figur A.11 B



